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TEMA 8. TRANSFORMADA Z

8.1 DEFINICION Y RELACION CON LA TRANSFORMADA DE
FOURIER EN TIEMPO DISCRETO.

Como se ha mencionado en los temas anteriores, la transformada de
Fourier tiene una importancia fundamental en la representacion y analisis
de senales y sistemas discretos. Una generalizacion de ella es la
transformada Z.

El motivo principal para tratar con la transformada Z consiste en que la
transformada de Fourier no converge para todas las secuencias; lo que hace
necesario plantear una transformacioén que cubra una mas amplia gama de
senales.

Adicionalmente, la transformada Z presenta la ventaja de que, en
problemas analiticos, el manejo de su notacion, expresiones y algebra es
con frecuencia mas conveniente.

El empleo de la transformada Z en senales discretas tiene su equivalente en
la transformada de Laplace para sefiales continuas y cada una de ellas
mantiene su relacion correspondiente con la transformada de Fourier.

Anteriormente se definio la transformada de Fourier de una secuencia x(k)
como:

[

¥Q)= X(*)= Y x(k)e ! (8.1)

k=

La transformada de la misma secuencia se define como:

[

X(z2)= Z x(k)z* (8.2)

k=

La ec. 8.2 es un operador que transforma una secuencia en una funcion de
la variable compleja continua 2.

Genéricamente:

0

Z[x(k)] = X(z)= Yy x(k)zt (8.3)

k=~



La correspondencia entre una secuencia y su transformada se denota como:

x(k) o X(z)

Es importante destacar que existe una relacion muy cercana entre la
transformada de Fourier y la transformada Z; en particular, si se observa la
sustitucion de la variable compleja ¢ por la variable compleja z. Cuando
existe, la transformada de Fourier es simplemente X(z) con z= ¢” .

La transformada de Fourier es la transformada Z tomando |Z|= 1.

Si tomamos z = re , la ec. 8.2 resulta:

0

X(re”)= Y x(k)(re” )" (8.4)

k=-

o

X(re")=y x(k)(r F)e ** (8.5)

k=~

La ecuacion 8.5 se interpreta como la transformada de Fourier del producto
x(k) con la secuencia »*. Obviamente si »= 1, la ecuacion 8.5 se reduce a
la transformada de Fourier de x(k) .

La descripcion e interpretacion de la transformada en el plano complejo
permite una mas amplia visualizacion de la relacion entre ambas
transformadas.
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Figura 8.1



La region del plano en donde |z=1 corresponde a una circunferencia de

radio igual a uno, la circunferencia unitaria. La transformada X(2)
evaluada en los puntos de dicha circunferencia es la transformada de
Fourier X(e").

Iniciando la transformada de Fourier X(e”), en @ = 0, z= 1 siguiendo por

m . . A
W = 7 = hasta w = m, z=-1, se obtiene X(e”) para 0s w < 7.

8.2 REGION DE CONVERGENCIA.

Anteriormente se mencion6 que la transformada de Fourier no siempre
converge para todas las secuencias; es decir, la sumatoria infinita puede no
siempre resultar finita. Similarmente, la transformada Z no converge para
todas las secuencias ni para todos los valores de z. Para una secuencia
dada, el conjunto de valores en el cual la transformada converge es llamada
Region de Convergencia.

La region de convergencia de la transformada de Fourier requiere que la
secuencia sea absolutamente sumable; lo cual, si se aplica a la ecuacion 8.5
se puede expresar como:

Y [xor?| < (8.6)

De esta ultima expresion es claro que, debido al término »*, la

transformada Z converge aun si la transformada de Fourier de la secuencia
x(k) no lo hace. Asi, una secuencia escalon unitario x(k)= s(k) no es
absolutamente sumable, por lo que la transformada de Fourier no converge.
Sin embargo, r *s(k) es absolutamente sumable si ||~ 1. Esto significa que
la transformada Z para un escalon unitario existe en una region de
convergencia 2| -1,

La convergencia de la transformada Z depende solamente de |z|. Es decir

que si:

| X ()] <

entonces:

y sl < (8.7)



La region en donde se cumple la desigualdad 8.7 es la regidon de
convergencia. Si algun valor 2 esta ubicado en dicha region, entonces los

valores sobre la circunferencia definida como |z|= || estan dentro de la
region de convergencia. La figura 8.2 ilustra lo anterior.
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Si la region de convergencia incluye la circunferencia unitaria, se tiene
convergencia de la transformada Z para |7|= 1, lo que equivale a que la
transformada de Fourier también converge. Inversamente, si la region de
convergencia de la transformada Z no incluye la circunferencia unitaria,
entonces la transformada de Fourier de la secuencia no converge.

La transformada Z es una funcion analitica en todos los puntos de la region
de convergencia; de aqui que la transformada Z y todas sus derivadas con
respecto a W son funciones continuas en dicha region. Por ultimo, si la
region de convergencia incluye la circunferencia unitaria, entonces la
transformada de Fourier y todas sus derivadas con respecto a W deben ser
funciones continuas de la misma variable.

8.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Frecuentemente se han empleado métodos de transformacion para
simplificar el andlisis y sintesis de sistemas gobernados por ecuaciones
diferenciales o en diferencias. La transformada Z es una regla por la cual
una secuencia de numeros son convertidos a una funcion de la variable
compleja z. Debido a su estructura bdasica, la transformada Z posee
propiedades que facilitan la solucion de ecuaciones en diferencias lineales
usando simplemente manipulaciones algebraicas.



PROPIEDADES MAS IMPORTANTES

a) SUPERPOSICION
Se compone de las caracteristicas de:
1. Homogeneidad:

S k)« F(2)

af (k) « aF(z)
2. Aditividad:

K(k) « F(z)

LK)« Fy(2)
entonces:

hk)+ f1(k) « F(2)t Fy(2)
Por lo tanto, la propiedad de superposicion establece que si:
S (k)= af (k) + bf, (k)

la transformada Z correspondiente es:

Z f(K)| = Z|af,(k)+ bf, (k)] = Z]af, (k)] + Z[bf, (k)]

0 F(z)= aF(z)* bF,(z) (8.8)



b) CORRIMIENTO A LA DERECHA (RETRASO)

Suponga que la sefial f(k), la cual es idéntica a cero para un tiempo
negativo, es aplicada a la entrada de un sistema cuya salida es igual a la
entrada pero retrasada 7 unidades de tiempo discreto.

La respuesta del sistema se define entonces por:

y(k)= fk-m) k20

La transformada de la salida y(k) se define a su vez como:

Y(2)= ioymz”‘

Y(z)-= Z flk- m)z"

Recordando que la secuencia f(k) fue especificado en cero para &
negativo, tenemos:

Y(z)= f(O)z"+ f(Dz "'+ f(2)z"?
=z "BfO0)t f(Dz 't ()27t
La sumatoria dentro de los corchetes se reconoce como la transformada

de f(k), por lo que:
Y(2)= z"F(2) para |Z| >R

Z3f(k-m)g= ="F)  para |> R (8.9)

La representacion en diagrama de bloques para la propiedad de
corrimiento a la derecha se muestra en la figura 8.3.

S (k) S (k-m)
F(Z) Z"F(Z)

Figura 8.3



¢) PROPIEDAD DE CONVOLUCION

1. Para el sistema representado en la figura 8.4 se tiene como entrada la
funcion f(k) para k2 0, cuya transformada es £(2)

fk) h(k) y(k)=y h(@)f(k-i)
> £ >
F(Z) H(Z) Y(Z)= H(Z)F(Z)
Figura 8.4

Su salida y(k) « Y(z2) se define como una suma de convolucion:
yv(k)= h(0)f(k)+ h(D) f(k- 1)+ ...+ h(k-1)f(1)+ h(k)f(0)

2. Por otra parte, por definicion, la transformada de y(k) es:

Y(z)= p(0)+ y(Dz""+ (2)z7 + y(3)z7+ .t y(k)z'" = ioy(k)z'k
sustituyendo ¥(k) por su equivalente de suma de convolucion:

Y(2)= Zolh(o)f(k)+ h(D)f (k= 1)+ h(2)f (k= 2)+ ..+ h(k) f(0)] z*
factorizando los términos #(i), i=0,1, 2,3, .., n
Y(z)= h(O)Z0 f(k)z "+ h(l)io f(k-1z"*+ h(z)i0 f(k-2)z""+ .4 h(k)io £(0)z "
3. Recordando la propiedad de retraso:

2= m)= 5 Sl mzt= 2R

la transformada en cuestion resulta:

Y(2)= h(0)F(z)+ h()z 'F(2)+ h(2)z > F(2)+ ...+ h(k)z *F(z)



Factorizando F(z):

Y(z)= Hh(0)+ hDz "+ h(2)z 2+ ...+ h(k)z‘kHF(z)
U Y(z)= H(2)F(2)

4. En conclusion se tiene que:
y(k)='Y hG)f(k-1)
=0

Y(z)= H(z)F(2) (8.10)

La transformada de la salida es igual al producto de la transformada de
la sefial de entrada por la transformada de la respuesta a impulso del
sistema. Esta propiedad serd de gran utilidad como base del
procedimiento de analizar y sintetizar sistemas lineales discretos.



OTRAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA TRANSFORMADA Z.
D) PROPIEDAD DE “SUMACION”

Sean las secuencias f(k) » F(z) y g(k)+ G(2),

si entre ellas es posible establecer la relacion:
k
gk)=) f@) para k=0,1,2,3 .., n
=0

La transformada G(z) puede definirse en términos de £(z), de la siguiente
forma:

G(z)= #F(z): ﬁF(z) para |z| > max (I,R) (8.11)

Como demostracion considérese que la secuencia g(k) es la suma de los
k+1 primeros términos de la secuencia f(k); tal que f(k)= g(k)- g(k-1),
para k=0, 1 2, .., n;yque g-1D= 0, Entonces, la transformada £(2)
puede expresarse como:

F(z)= Z f(k)z"|z|> R

F(z): Z gz - ; glk-1)z*
= G(2)- z'G(2) = (1- z7")G(2)

1 G(z2)= #F(z): iF(z) |z> max (1,R) (8.12)



E) PROPIEDAD DE MULTIPLICACION POR 4*

Sean las secuencias f(k) y g(k) definidas para k=0, 1, 2, 3, ..., n.
Si entre ellas se establece la siguiente relacion:

g(k)= a" f(k) para k=0,1,2,3, ..., n
entonces la transformada G(z) se determina como sigue:

k)« F(z)  paral?> R

2| g = ZFa" F(k)B= Z a*f(k)z*

_ Zof(k) fa'zg "

Z Hakf(k)ﬁ = F(a''z) para |Z| > la

; alR (8.13)

F(a'z) denota la operacion de reemplazo de o'z en donde aparezca F(2).

F) PROPIEDAD DE DERIVACION
Las derivadas de cualquier orden de F(z) convergen en la region de
convergencia. Esto nos da una herramienta para determinar nuevos pares de

transformacion. Derivando la ecuacion (8.2) con respecto a Z, se obtiene:

dX(z) - k-1
el Sl R
= ZO kx(k)z para |z| -

Multiplicando por -z, la expresion anterior, resulta la propiedad:

1 2 w) -z 2 el R (8.14)



G) TEOREMA DEL VALOR INICIAL

Es posible determinar el término inicial, f(0), de una secuencia f(k), a
partir de la transformada correspondiente. Si se tiene £(z) de la forma:

F(z)= f(0)+ f(Dz""+ ()27 + ...

se observa que conforme la variable z*' tiende a cero, todos los términos
del lado derecho de la igualdad tienden a cero excepto f(0). Esto es
equivalente a:

f(0)= ‘Zl‘i}nm F(2) (8.15)

H) TEOREMA DEL VALOR FINAL

Para determinar el comportamiento de una secuencia f(k) en estado
estatico, esto es f(k) con k tendiendo a infinito, es posible recurrir
directamente a la transformada de la funcion. La condicion para realizar
esto es que £(z) no tenga polos fuera del circulo unitario, lo cual determina
que f(k) sea una funcidn acotada, y por lo tanto finita, cuando & tiende a
infinito. Por lo anterior, el teorema del valor final podra ser aplicado solo

en los casos en los que (z- DF(2) sea analitica para |2| 1.

En tales casos el teorema se enuncia de la siguiente forma:

f@)= lim(z- DF(2) (8.16)



8.4 TRANSFORMADAS COMUNES:
1) Impulso unitario (delta de Kronecker).

Definiendo la secuencia impulso unitario 0 (k) =1 para k= 0, su
transformada se determina de la siguiente forma:

0

b= 2[5 )= ] SW 28O SM @

04(z)=1

2) Definiendo un impulso retrasado ™ unidades de tiempo discreto y
retomando la propiedad de corrimiento hacia la derecha, se obtiene el
siguiente par de transformacion:

f(k)=0 (k- m)
F(z)= Z[0 (k- m)|= 2" (8.18)
3) Escalon unitario
Definido por la siguiente expresion:
u(k)= - 1* k=0,1,2,3,..,n (8.19)

La transformada se obtiene de acuerdo con el siguiente desarrollo:
ve= ) u(k)z"* = u(0)+ u(z"+ w2z 4t ulk)z "
=)

N

N-1 N-1 1_ Z‘
U(z)= N“mZ z"f:thZ (z)' = lim —
4 0 = 4 0 o 4w -z

0 U(2)= en la region |z|>1

1-z!

|Z|>1 es la regién de convergencia de la transformada U(z), la cual se
enuncia normalmente como:

Uz)= —— (8.20)



4) Serie geométrica f(k)=a"  k=0,1,2,3, .., n

De acuerdo con la definicion anterior, la transformada F(z) se determina
segin el siguiente procedimiento, considerando la propiedad de
multiplicacion por a".

empleando la propiedad mencionada:
ZBa" f(k)§= F(a 'z)

entonces:

-1
a z

J®= e T

Multiplicando y dividiendo por ¢ se obtiene la transformada de una
secuencia geométrica.

z

F(z)= |z| > |al (8.21)

z-d
Si se trabaja en la region |z|> |a| dentro del plano complejo z, la
transformada £(z) de la secuencia geométrica converge.

Cuando la serie infinita F(z) converge en una region del plano z, es
posible usar el método de la transformada para resolver problemas de
sistemas en el tiempo discreto.

De acuerdo con el valor de |4| en la serie geométrica, se observa que se
presentan los siguientes casos:

Si |a|> 1 se tiene una serie divergente y |2|> |4
Si |a|=1 se tiene una magnitud unitaria y |z|> [1]
Si |a|< 1 se tiene una serie convergente a cero y |2|> |4|



5) Rampa discreta unitaria fk)= k k=0,1,23, .., n

A continuacion se desarrolla brevemente la obtencion de la transformada
de una rampa discreta.

Multiplicando la ecuacidn anterior por -z y considerando a =1, se obtiene
finalmente la expresion de la transformada de una rampa:

o

] z
Zokzk: (2_1)2 |Z|>—1

F(z)-= iokz'k

Para una secuencia geométrica se tiene:

Derivando con respecto a z :

ii akz'k:i z = (Z_a)_Z: 4
dz £, dzz-a (z-a) (z-a)

Asi pues:

Z P (8.22)
=0

(z-a)’



8.4 REPRESENTACION GRAFICA DE LOS SISTEMAS DISCRETOS
LINEALES.

Una representacion en diagramas de bloques de los sistemas lineales
discreto permite la interpretacion visual de las caracteristicas dinamicas del
sistema. Dicha representacion emplea tres elementos basicos:

1) Unidad de retraso.
2) Unidad multiplicadora.
3) Unidad de suma.

Interconectando dichas unidades es posible representar cualquier sistema
lineal discreto.

1) UNIDAD DE RETRASO

Es un dispositivo cuya sefal de salida es idéntica a la sefial de entrada
excepto que es retrasada una unidad para tiempo discreto.

La relacidn caracteristica para esta unidad es y(k) = u(k-1)

u(k) k)= ulk-1)

Figura 8.5

Al conectar dos unidades de retraso en cascada (la sefial de salida para la
primera unidad de retraso sirve de sefial de entrada para la segunda unidad
de retraso). Asi, es posible la obtencion de un retraso de dos unidades de
tiempo discreto, segun se muestra en la figura 8.6

u(k)

- u(k-1)

y(k): u(k=2)

Figura 8.6

Similarmente, se podra obtener un sistema que retrasa la entrada u(k) 'p'
unidades de tiempo discreto, si se conectan 'p' unidades de retraso en
cascada. Esta funcion se designa por un s6lo bloque con la notaciéon z 7.



2) UNIDAD MULTIPLICADORA

La unidad multiplicadora genera una secuencia (sefial de salida) idéntica a
la secuencia de entrada multiplicada por algn escalar fijo 'a'. Entonces, si
u(k) es una entrada, la salida del multiplicador es y(k) = alu(k)

_ut (k)= alu(k)

Figura 8.7
3) UNIDAD DE SUMA

La unidad de suma es un dispositivo al cual llegan dos o mas sefiales
discretas que se suma algebraicamente para generar la sefal de salida
discreta. Por ejemplo, si las sefales u (k) y u,(k) son aplicadas a un

sumador, la salida estara dada por: y(k) = u,(k)+ u, (k)

Las figuras 8.8 y 8.9 muestran la representacion de las operaciones de suma
y resta de dos sefiales discretas

W) 0w @)

+

u, (k)
Figura 8.8
u, (k)
\ R
Q (k)= u, (k)= u,(k)
u, (k) / -

Figura 8.9



8.5 OBTENCION DE LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DISCRETO
MEDIANTE TRANSFORMADA Z: LA ANTITRANSFORMADA Z.

8.5.1 METODO DE EXPANSION EN FRACCIONES PARCIALES.

A continuacion se presenta el método de antitransformacion por expansion
en fracciones parciales. Este no es el tnico método de antitransformacion
que existe; sin embargo, es el mas conocido y algebraicamente muy
accesible. Consiste en descomponer una funcion £(z), que se expresa
como una relacidon de polinomios, en un grupo de términos mas sencillos
cuyas antitransformadas pueden ser obtenidas en tablas; es decir que,
mediante dicha expansion, se deben obtener expresiones que correspondan
a pares de transformacién comunes.

Considérese una funcion £(z) expresada como una relacion de polinomios
de orden 7 en el numerador y orden 7 en el denominador. Se asume que 7
es mayor o igual que 7.

m m-1
byz" + bz" ... tb _ztbh,

n n-1
p(z) azz"taz" t . ta,zta,

F(z)= 42 (8.23)

Para obtener las fracciones parciales de F(z), previamente debe
factorizarse el polinomio denominador para encontrar sus raices o polos
Dis Pys Dyeeveenens p,. En este procedimiento no se requiere hacer referencia al
tipo de raices que resultan; éstas pueden ser reales, imaginarias o
complejas, y en todo caso el procedimiento es el mismo. La tUnica
particularizacion que se hace estd condicionada a la presencia de raices
multiples (polos repetidos). La ecuacion (8.24) muestra la estructura de la
funcion F(2) factorizada.

_byz" 4 blz'”'1 oo, tbh, ztb,  q(z2)

; (8.24)

F(z)
(z= Pz~ Py (z-p,) M(z- p,)

Cuando todos los polos de F(z) en la ecuacion (8.24) son diferentes la
expansion en fracciones parciales tiene la siguiente forma:

byz" + bz" "+ .......... th z+b
F(z)= 0% 1 m-12 T Oy (825)
(z= Pz~ DY) (z- p,)
=d,td, = td, Z 4o td, z



El calculo de los coeficientes @; es como sigue:

b
: : (8.26)

dy= F(2)| .. "
(2) (G20 (G2 -p,)

d = MF(Z)
z

1

parai=0,1, 2,3, .., n

Z=pi

m m-1
byz"+bz" +..+b _zt b,

o z(p;- p) (P~ py) (P~ D)

(8.27)

Al realizar la expansion, la funcién F(z) podra expresarse como indica la
ecuacion (8.25), lo cual se toma como base para obtener la secuencia (k).
Debido a la linealidad de la transformada y a los pares de transformacion
comunes, la secuencia f (k) resulta:

Sfk)= Z-l[F(Z)] = dyd (k)+ dlplk t dzpzk P * dnpnk (8.28)

para

k=0,1,2,3,..,n

En caso de que resulten polos multiples en la factorizacion, la ecuacidén
(8.25) puede tomar la forma siguiente:

"t bhz" 4 + +
F(z)- byz" + bz" ... b, ztb,

TG p) " )z D) (8.29)

donde:

En este planteamiento resulta al menos uno de los exponentes 7, mayor o
igual a la unidad.



La expansion de £(2), en este caso, tiene la forma:

z z

F(z)=d, + d td,—— + ... +dn—n
’ lz'pl 2(Z'p1)2 ‘(z- p)"
2 an
t e t e > T o e, -
z- p, (z- p,) (z- p,)"
L
2 Z”l
b +or, S b, ———
YA 2 (z- p) (z- p)"

z"

(8.30)

Es indispensable incluir los #; términos correspondientes a cada polo

multiple »;.

Una vez que se ha realizado la expansion, se observa un tipo de términos
que no tienen un par de transformacion comun; por lo cual deben
considerarse las transformadas complementarias indicadas en la tabla 8.I1.
La aplicacién de los pares de transformacion comunes y los enunciados
para los casos de polos multiples normalmente resuelven las tareas de
antitranformacion de la mayoria de las funciones mas frecuentes.

TABLA 8.11

PARES DE TRANSFORMADAS Z PARA RAICES MULTIPLES

F(z) f(k)

z k

a

zZ-d
m (k+ Da

7 (k* D(k+2) 4
(z- a)’ 21
A (k+ D(k+ 2)(k+3)
(z- a)' 3!

para k2 0

8.6 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE SISTEMAS DISCRETOS



De acuerdo con el planteamiento bésico de la transformada Z y sus
propiedades, principalmente la de Convolucion, es posible establecer
diversos procedimientos de andlisis de sistemas discretos empleando el
concepto de funcion de transferencia H(z); la cual se define como la
relacion de la transformada Z de la salida, Y(2), de un sistema entre la
transformada Z de su entrada, U(2).

@)

&2 06

(8.31)

Esta definicion se muestra en la figura 8.4, lo mismo que la relacion
matematica entre las variables involucradas: mientras que en el dominio de
k, la salida se determina por medio de una suma de convolucion, de la
entrada y la respuesta a impulso; en el dominio de z, la salida es el
producto de las transformadas de las mismas variables. Por esta razon, la
funcion de transferencia (z) debe ser tomada como la transformada Z de
la respuesta a impulso %(k) del sistema en cuestion.

La funcién de transferencia tiene una trascendencia muy grande en el
analisis de sistemas basado en el modelo de entrada-salida. A partir de ella
se han desarrollado diversos métodos de interpretacion, analisis y disefio de
sistemas discretos. Incluso los importantes conceptos de estabilidad y
respuesta en frecuencia han sido abordados tradicionalmente desde esta
base.

La expresion general aplicable a la funcion de transferencia es:

&+

bm— IZ * bm

an- lZ * an

z bz" + bz"' + ..
H(Z): q( ): . n 1 n-1
p(z)  a,z2" t az" + ..

<+

(z-¢) (- ) (zmc,) . WETE) (g 30
(z=p) (= p) - (E7P) 0z p)

De la ecuacion (8.32) se destaca que la factorizacion de los polinomios de
la funcion de transferencia da lugar a las raices genéricamente

denominadas polos (»,) y ceros (¢;). Estas raices, principalmente los polos,
son determinantes en el andlisis del comportamiento de los sistemas; lo
mismo que de su respuesta en frecuencia y estabilidad.

Previamente a abordar estos temas, conviene revisar el planteamiento de
algunos conceptos asociados.



1. Sistema en cascada

La funcién de transferencia de un sistema compuesto por dos bloques
conectados en cascada; los cuales tienen funciones de transferencia #,(z) y
H,(z), respectivamente, es el producto de los dos términos componentes.

La figura 8.10 ilustra este concepto.

A

w, (k) (k) yk)=u,(k) (k) ¥, (k)

En el domino de Z:

LI NEEN H(z)= H,(z)1H,(z) RGN

Figura 8.10

2. Sistema inverso

A un sistema con funcion de transferencia #,(z), puede corresponder un

sistema inverso ,(z).

RN

\ 4

4@ 5 p(z) H,(Z)

Figura 8.11

Si las funciones /7, y H, son inversas, entonces:



Y(z)= U(2)
1
H,(z)
H(z)= H\(2)H,(z)= 1

H\(z)=

Por lo tanto, en &, la representacion del sistema es como se muestra en la
figura 8.12

u(k) y(k)
> h(k)= 6 (k) >

Figura 8.12

Ademas, la convolucion en este caso resulta:
(k)= Z h(i)u (k - i):Z 0 (D (k- i)= p(k)
=0 =0

“La convolucion de una funcidon f (k) con una delta de Kronecker da como
resultado siempre la misma funcion /(%)



3. Sistema realimentado

Un campo de aplicacion tipico de la realimentacién es en la teoria de
control; donde un sistema H,(z) cuya variable de salida »(k) debe ser
controlada. El sistema podra ser controlado, aun bajo condiciones
dinamicas indeseables o incluso siendo inestable, si se considera la
configuracion mostrada en la figura 8.13. En ella, para hacer que la
respuesta se comporte de la forma deseada, se presenta la estructura de
retroalimentacion tipica, y se considera la seleccion apropiada del sistema
H,(z); para generar un comportamiento dindmico controlado entre las

senales u(k) e y(k).

u(k) y(k)
—»@—» 7 (k) >

hy (k)

Figura 8.13

V(e — @
L+ H(2)H,(2)

(8.33)

8.7 ESTABILIDAD DE SISTEMAS DISCRETOS
Condicion necesaria y suficiente para la estabilidad de un sistema discreto:

Un sistema discreto es estable cuando produce una salida acotada al
aplicarsele una entrada acotada. Los sistemas discretos estables se
caracterizan porque todos sus polos se ubican en el plano complejo z,
dentro de un circulo centrado en el origen de radio unitario; es decir que,
todos sus polos tienen magnitudes menores a la unidad.

En el desarrollo de sistemas discretos se tendra como objetivo,
normalmente, el disefio de sistemas estables que satisfagan algunos
objetivos previamente especificados. Un sistema estable implica un sistema
que tiende a mantener una condicion de equilibrio.



8.7.1 POLOS DE H(z) Y RESPUESTA TRANSITORIA
La localizacion de los polos de H(z) en el plano z permite caracterizar
efectivamente las propiedades de la respuesta para un sistema discreto

lineal.

Se pueden considerar diversos casos respecto a la funcion de transferencia
y las ubicaciones de polos mas representativas.

A.-Polorealen z- @,

Funcion de transferencia con un polo simple.

La respuesta caracteristica es de la forma dada por la ecuacién (8.34).
Arfcos (k +¢9)  para k=0,1,2,3, .., n (8.34)

Donde A y ¢ son constantes obtenidas de la expansion en fracciones
parciales y:

r=~Na'+b’ 9:tan'1[2
a

Im z

L
PN AT

i
ww WW

(€)

Figura 8.14



Casos:

1. - +a*+b*>1. Los polos se ubican fuera del circulo unitario (sistema
inestable). La respuesta a impulso es una oscilacion creciente en

magnitud.

2. - \Ja*+b*=1. Los polos estan localizados sobre el circulo unitario

(sistema inestable). La respuesta es una oscilacion parecida a un
senoide con magnitud constante.

3. Ja*+b*<1. Los polos estan localizados dentro del circulo unitario

(sistema estable). El resultado es una oscilacion parecida a una
senoide decreciente en magnitud.

La figura 8.15 ilustra los patrones de respuesta a impulso de los casos de

segundo orden enunciados.

0
0/

Im z

x(3)

()

x (1)

e

(

o
NE

2 X

Re z

M °
pa N
LV

Figura 8.15




8.7.2. POLOS DONIMANTES.

Como se ha mencionado, en el disefo de sistemas discretos, el enfoque
mas frecuente es respecto a los sistemas estables. Debido a que los
términos de la respuesta transitoria, generados por los polos de la
funcion de transferencia que estan cerca del circulo unitario, son de un
grado de lentitud o retraso mucho mayor que aquellos generados por los
polos que estan mas cerca del origen; tienen una influencia de mayor
importancia sobre la respuesta transitoria. En muchos casos reales se
asume que la funcién de transferencia se caracteriza por tener algunos
de sus polos muy cerca del circulo unitario, mismos que se consideran
los polos dominantes del sistema.

En la figura 8.16 se representa esta concepcion, en donde los polos
dominantes 7, ¥ P, son complejos conjugados.

Im z

/ X p,
P;s |X

Py P Re z

Figura 8.16

Para un valor suficientemente de &, el patron del transitorio se asemeja mas
al que corresponde a los polos dominantes exclusivamente. En este caso
una senoide discreta del tipo dado por la ecuacion (8.34), con

’”:|p1| y 0=0p,.



8.8 RESPUESTA SENOIDAL PERMANENTE DE SISTEMAS
LINEALES (FILTROS DIGITALES)

Este concepto tiene su equivalente en el planteamiento que se hizo en el
tema 6 y corresponde a la transformada de Fourier de una funcion discreta:

o

X@)= X(")= ) x(k)e ™!

=

La figura 8.17 representa la forma en que puede concebirse la respuesta en frecuencia
de sistemas discretos. En dicha figura se asume que la entrada a un sistema 1(z) es una
sefial senoidal pura.

Sistema discreto
u , _uk) > Y (k)
T lineal H(z)

Figura 8.17

u(t)= sen(wlT)

u(t) = sen(kw T) k=0,1,2, 3, ..,n
2sen|w, T
M(Z): Jju,T ( : )-ij
(z-e"")(z-e”")
m + m-1 + +
H(z)- b,z bz ..t b, o<1

C(z-p) (z- py) e (27 py)

Si consideramos que todos los polos #(z) son distintos entre si, la solucion
del sistema esta determinada por el desarrollo siguiente:

Y(z)= H(2)H(z)

Y(z)=0, t a

_ _ "_+a_jw|
z- p z-p, z-n z-e




Los ultimos dos términos de la expresion anterior corresponden a la
respuesta forzada, dependiente de la entrada senoidal. Los coeficientes
a y b estan dados por:

1 )
a= —H(E"")
2j

b= - L H(@E )
2j

Por definicion de transformada z y tomando z= ¢” , se tiene:

H(z)= Z h(k)z*
D HE)= Y e
0 H(e™")= Z h(k)Beos(kw,T) - jOsen( ko T)B

= Z h(k)cos(kw T) - ji h(k)sen(kw,T)

=0

2) H@ "= ¥ h(e"

- Z h(k)cos(kw T + ji h(k)sen( ko T)

=0

de donde se observa que los coeficientes son complejos conjugados. A la
funcion H(e"") se le conoce como funcion de respuesta en frecuencia
evaluada en @,. Por ser compleja, pueden hacerse las definiciones
siguientes:

H(e"")= |H(e™™)|0 H(e™T) H(e ™) = [H(e"M)|0 H(e"")
de donde puede definirse:
M= H@,)= [H("")|= [H(E ")
0,)=0H(E"") W)= 0H@E"™
Por tanto, la respuesta del sistema se determina de acuerdo con el
desarrollo mostrado abajo. La respuesta incluye a los elementos transitorios

generados por la propia dindmica del sistema, y la respuesta senoidal
permanente dependiente de la entrada.



z M@w)D ze* ze” [

Y(z)=a, *+ @ L LU | + - - -
( ) 0 IZ_p1 2Z'p2 "z-n 2] |]Z_e_/wlT Z_e-_/wlTE
Antitransformando:
M(A) jw,T+ - (jwT+
a8+ 8 )+ aa(p) ko, (p) ¢ g g
J

J’(k):aoé(k) * al(pl)k + az(pz)k ot an(pn)k + M(w1)§sen[w1T ¥ 9(“’1)]@

Por lo anterior, se puede concluir que la respuesta en estado estable de un
sistema discreto /(z), para una entrada senoidal de velocidad angular o,
se define como:

y(k)= M(wl)sen[kw T+ (wl)] , parauna k grande
en donde:
M@,)= [H(e™)
8 ,)= 0 H") (8.35)

Una comparacion de la sefial de respuesta en estado estable con la sefial de
entrada revelan que ambas son de forma senoidal y frecuencia en radianes
®,. La transmision de la entrada senoidal a través del sistema crea un

cambio en la magnitud y en la fase.

Si en alguna ocasion fuera requerido un filtro que suprimiera la frecuencia
®,, entonces se tendria que disefiar un sistema discreto que cumpliera con:

[H (M= 0

Por otra parte, haciendo que un sistema cumpliera con la siguiente
caracteristica, se podria amplificar una senoide de la misma frecuencia:

|E (&™) > 1.

I4 . iw T . . .
El término ‘H (e™ )‘ es conocido como factor de ganancia del sistema a la

frecuencia @, y define la efectividad con que se transmite la entrada
senoidal. Similarmente, el factor de angulo fase O0H(e™") mide el

defasamiento que es causado por la operacion del sistema con una entrada
senoidal.

Evidentemente, el valor de dichos factores es dependiente del valor de la
frecuencia @ de la sefial senoidal de entrada. Genéricamente, son funciones
continuas de la frecuencia M (@) y 0 (@),



8.8.1 PERIODICIDAD DE H(e"'T)

Una caracteristica particular en los sistemas discretos, es que los factores

de ganancia y dngulo son periodicos en relacion con la frecuencia. Es decir,

2m .
hay un periodo — con respecto al cual el valor de los factores se repiten.

Esto es porque :
X 2n
J(a”?)

- 0T
e = e

Sin embargo, el enfoque principal que se tiene en sistemas discretos con
respecto a la funcion periddica H(joT) es solamente en el intervalo

n :
0<w < - Esto es porque para valores mayores de frecuencia no se cumple

n : :
con el teorema de muestreo @, = T La figura 8.18 ilustra lo anterior.

o Lo |
Im [Z]ﬂ ;) e_,"o 1&0
o 0o 4nT o1 4 l|4_5n
4T o :”_T or | 190

w:%/\mo 1; e+ 1135

\ Re [z ;_ e’ 1180,

i; /54 1|£5°

7 = e(a+/w)T|U:0 = o7 32”T e | 1270

20 e 360

Figura 8.18

Segtn el teorema del muestreo, si se muestrea con periodo 7, la velocidad
angula de muestreo es:
20
W, = —
‘ T

Bajo tal condicion, la velocidad angular de la sefial senoidal de entrada

(sefial muestreada) tiene la siguiente restriccion por el teorema de

2n

n . )
muestreo; 20, < - 0 w,< T Este es el valor maximo de velocidad

angular (frecuencia) que puede tener una sefal senoidal que se muestra con
periodo 7.



8.8.2 INTRODUCCION A FILTROS DISCRETOS.

Un filtro pasa bajas es un dispositivo que permite el paso de sefiales de tipo
senoidal, cuya frecuencia en radianes se encuentra en un rango 0<w <o, y
rechaza sefiales cuya frecuencia cae fuera de ese rango. La caracteristica de
ganancia de un filtro paso bajas ideal se muestra en la figura 8.19.

e

A

\ 4
1

W,

Figura 8.19
2.- Filtro pasa altas:

Un filtro pasa altas es un dispositivo que permite el paso de sefiales de tipo
: : : m
senoidal cuya frecuencia en radianes se encuentra en el rango: @, < @ < T

La caracteristica de ganancia de un filtro paso altas ideal se muestra en la
figura 8.20.

Figura 8.20



3.- Filtro pasa banda:

Un filtro pasa banda es un dispositivo que permite el paso de senales de

tipo senoidal cuya frecuencia en radianes se encuentra en el rango:
m . :

W, <0 <W,, donde v, < 7 La caracteristica de ganancia de un filtro paso

banda ideal se muestra en la figura 8.21.

Figura 8.21
Conceptos basicos de la teoria de filtros paso bajas.

El objetivo es establecer la ecuacion en diferencias que determine el tipo de
comportamiento de un filtro paso bajas. Inicialmente se puede proponer un
prototipo muy simple de filtro pasa bajas. Por ejemplo, el sistema
caracterizado por la ecuacion en diferencias y funcion de transferencia que
se indican a continuacion.

y(k)= Bu(k)+a y(k-1)

para que la magnitud sea unitaria: f = 1-¢a

1 -

Asi pues, la funcion de transferencia resulta: H(z) = (__a)z
k _ k

L’ H(e/w T) ;()»

Figura 8.22



Sustituyendo z por ¢™", se desarrolla lo siguiente:

u(k) = sen(ka) T)
(k)= [H(e™)|sen(ko T+ 6)
6 =0HE"

Para el sistema propuesto, la funcion de respuesta en frecuencia tiene la
siguiente expresion:

(1-a)e””
el -q
_(I-a)(coswT+ jsenwT)

(coswT-0a)+ jsenw T

H(e*T)x (8.36)

De donde resultan las expresiones para los factores de ganancia y fase
segun se indica.

‘H(eij)‘: (1_ a)
Jeos?wT- 20 coswT+a >+ sen’o T

(I-a)
\/02+ 1- 20 coswT

(8.37)

senw T’

f=wT-tan' ———
(coswT-0a)

Las ecuaciones 8.37 definen matematicamente la respuesta en frecuencia
del filtro; la figura 8.23 muestra el diagrama del factor de ganancia contra
la frecuencia para distintos valores del parametro ¢ .

El ancho de banda w. de un filtro pasa bajas se define como el rango de
valores de frecuencia dentro del cual se cumple que:

T 1
O bien, si el filtro no esta normalizado:

|H ()2 Max

(8.39)



Donde Max es el maximo valor que asume la funcién de magnitud. Para
este tipo de filtros se establece la relacion de ¢ con @. de la siguiente
forma:

|H (")

21
=0, B \/5

(1-0) 1

\/1+az- 20 cosw T 2

De donde se despeja la relacion buscada, cuidando ademés que ¢ <1
(sistema estable).

0 =2-cosw T - \(3- cosw T)(1- cosw,T) (8.40)

La ecuacion (8.40) muestra que para una aplicacion especifica, con T
definido, debe establecerse el valor de ancho de banda w. y a partir de este
valor se debe seleccionar el valor de ¢ requerido.



