SISTEMAS DE CONTROL
Fundamentos de modelado

Se desarrollaran los modelos de sistemas continuos en el
tiempo, eléctricos, mecanicos, electronicos y
electromecanicos, basicamente de tipo lineal, invariantes
en el tiempo y de parametros concentrados.

La forma de los modelos sera en ecuaciones diferenciales,
de donde, empleando la transformada de Laplace, se
obtiene la funcidn de transferencia.
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Los circuitos eléctricos se basan en elementos pasivos y fuentes
de voltaje y corriente. Los elementos pasivos se tabulan abajo

(Tabla 2.3)

Elemento

\oltaje y corriente

Voltajey | Impedancia | Admitancia
carga

: av(i
—{ e W(t) = %J i(r)ydr  i(f) = Cﬂ W) = %q(t) é Cs
Capacitor ’ | L

. o1 dq(t) I

_w\/_ (1) = Ri(f) i(t) = v(0) W0 = R—= R > =G

esistor

W Wt) = L% i(t) = %J Wr)ydr W) = dequt) Ls %
Inductor ' 0 ' :

Note: The following set of symbols and units i1s used throughout this book: v(f)

= V(volts), i(f) = A (amps),

q(f) = Q (coulombs), C = F (farads), R = () (ohms), G = U (mhos), L = H (henries).
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En circuitos eléctricos, las leyes de conjunto se establecen con
base en las leyes de Kirchhoff de suma de voltajes de malla 'y
suma de corrientes de nodo

El numero de ecuaciones simultaneas que deben escribirse es
Igual al numero de mallas que conforman el circuito

L R
Circuito RLC
formando una
malla con la fuente
: V(1)
de voltaje
Independiente v(t) i(f)
Figura 2.3
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En este circuito serie se aplica la Ley de Voltajes de
Kirchhoff (LVK) que establece que la suma de voltajes en
los elementos que forman una malla es igual a cero.

Para aplicarla, de acuerdo con el sentido de la corriente
de malla i(t), es necesario indicar el voltaje o diferencia de
potencial en cada elemento de la malla.

L R Entrada v(t)
Salida v,(t)
1(1)
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Sumando los voltajes alrededor de la malla, suponiendo
condiciones iniciales nulas e igualando a cero, se obtiene la
ecuacion diferencial que modela al circuito.

d2

LCd—v (t)+RCdiv (t)+v_ (1) =v(t)

Transformando con condiciones iniciales nulas,
LCs?V_ (s)+RCsV_(s) +V_(s) =V (s)
Despejando el cociente Salida/Entrada

V) Hc

V(s) s +As+}|/_c
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1
V(s) 1C Ve(s)
- -
s+ R s T 1
L LC

Figura 2.4. Diagrama de Bloques del circuito serie RLC
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Este modelo también puede obtenerse cuando se emplean los
términos de impedancia mostrados en la Tabla 2.3 y la ley de
voltajes de Kirchhoff.

V(s)
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Circuitos complejos por

medio de analisis de 4’\/\/N ”\/\/\/7
mallas. Fiqg. 2.6 (a "
J (a) V(1) i) C =< Ve
.. sy = i1(9) i(1)
Procedimiento de analisis v :

y solucion:

| Vi(s) Ve(s)
Emplear las impedancias VY VY
de los elementos y las 0 () > >L 1
- Cs 7T
transformadas de las 1) 1)
las mallas del cicuito Fig.

corrientes y voltajes de
2.6 (b) (s) LCs? Iy(s)

(Ry+ Ry)LCs? +(R\RyC + L)s + R,

Enunciar la ley de ©
voltajes de Kirchhoff en Figura 2.6
cada malla
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De las ecuaciones
algebraicas simultaneas
despejar la variable de
salida y ponerla en forma
racional con respecto de
la entrada Fig. 2.6 (c)

Para manejar las
ecuaciones simultaneas
podemos recurrir a la
regla de Cramer.

%

\
A

+
vy (D) ) ) €= ve
i (1) (1)

| A /\ A Vi(s) A /\ A Vel(s)
% 1

1 1t
s) t) ) = =
11(s) 2(s)

M(s) LCs? I5(s)
—_
(R;+ Ry)LCs? +(RR,C + L)s + Ry

(c)
Figura 2.6
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En ocasiones es mas sencillo modelar los circuitos empleando el

analisis de nodos (Ley de Corrientes de Kirchhoff) que el analisis
de mallas, en cuyo caso, el nUmero de ecuaciones simultaneas es

igual al nimero de nodos cuyo voltaje se desconoce.

En este método se emplean los terminos de admitancia y se suman
las corrientes que inciden en cada nodo del circuito, considerando
que las corrientes que salen son positivas y viceversa. La suma de

corrientes es igual a cero c
2
VL (5) /\/\/\/ VC (T)

V(s)G, G QY+ Cs

/|

Figura 2.8
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En el circuito de la figura 2.8 se desea la funcion de transferencia
V(s)/V(s). La fuente de corriente independiente tiene valor V(s)G,

Procedimiento de analisis y solucion:

Emplear las admitancias de los elementos y las transformadas de
las corrientes y voltajes de las mallas del circuito de la Fig. 2.8

Enunciar la ley de corrientes de Kirchhoff en cada nodo, con la
convencion indicada.

G
Vi(s) /\/\/\/ Vel(s)
| 1
V(s)Gyq Gq E Cs 1~
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De las ecuaciones algebraicas simultaneas despejar la
variable de salida y ponerla en forma racional con respecto
de la entrada.

Para manejar las ecuaciones simultaneas podemos recurrir
a la regla de Cramer.
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Circuitos electronicos analogicos

+V
(1) ~]
- vy(t)
o b 4 >
Caracteristicas del el L
Amp Op »
Gain: A= inf L
: : (@)
Input impedance: z; = inf
Output impedance: z,= 0
- Z(5) ?
Differential input: @W Vi)
Vo(t) — vy (1) s

Output:

Vo(t) = AL V,(1) — vy (D)] =

13

vi(?)

Zy(s)

~— [5(s)

(b)

Vols)

Configuracion
Inversora

Figura 2.10
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Configuracidén no inversora
Funcion de transferencia

A — o0

V, () = A[V, (s) -V, (s)] V. (s) A
1 \ v (s)

V2 (S) — V (S) V.
| I (S) ™
Vi(s) = 0 (S)
Z,(S)+Z,(s) Z,(s)
entonces
Z,(S)+Z,(S
Vy(e) = 2 LBy =
Z,(8) Figura 2.12
14 Control Systems Engineering, Fourth Edition by Norman S. Nise

Copyright © 2004 by John Wiley & Sons. All rights reserved.



Ejercicio. Obtener la

funcion de transferencia del

circuito

Vo (S) —

ACEZACN

15

Z,(8)

(s)

vy (?)
B )0(1)
" \ \

T~ mq

Figura 2.13
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Modelado de sistemas mecanicos
traslacionales.

Los sistemas mecanicos tienen tres elementos pasivos basicos.

El resorte almacena energia potencial, la masa almacena energia
cinética y el amortiguador viscoso disipa energia en forma de
calor.

Los elementos lineales se identifican con los siguientes
parametros: el resorte con el parametro K, relativo a su modulo
de elasticidad; la masa con el parametro M y el amortiguador
con el coeficiente de friccion viscosa f,
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Force- Force- Impedance
Component velocity displacement Zy(s) = F(s)/ X(s)
Spring
—‘—» x(f) ;
%@O—Gﬁ\‘ ) f(t) = KJ w(T)dT f(t) = Kx(1) K
JU 0
K
Viscous damper
—_— 1)
dx(t)
1)y = fuvlt )y = [y v
Iy
Mass
e = )
o adv(i) o dx(1) ’
fly=M—=  fln) = M—5 Ms
= /)

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: f(f) =
(newtons), x(/) = m (meters), W(1) = m/s (meters/second), K = N/m (newtons,/ meter), f,

N

N-s/m (newton-seconds/ meter), M = kg (kilograms = newton-seconds? / meter).

17 Tabla 2.4
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El modelo de sistemas mecanicos lineales se desarrolla
empleando las ecuaciones de los elementos involucrados y su
ecuacion diferencial de conjunto se conoce como ecuacion de

movimiento.

El modelado requiere proponer una direccion positiva del

movimiento. Tambien se requiere el diagrama de cuerpo libre

en donde se indican todas las fuerzas que acttan sobre él.

Figura 2.16.
K —— x(1)
: | M ()
£
(a)
8 Figura 2.15

F(s)

|

Ms?+fs+K

X(s)

(b)
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—— x(?) —t—= X(s)

L e A e CH T CE s SET Sil

(a) _ (b)
Figura 2.16

Se emplea la segunda Ley de Newton del movimiento para
formar la ecuacion diferencial de movimiento, al sumar las
fuerzas del diagrama de cuerpo libre, teniendo cuidado con
los signos asignados, e igualando la suma a cero.
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—— x(?) ——= X(s)

i M 0 f,5X(s) +M )

@ Figura 2.16 ®)

M 3—2 X(t) + f dix(t) +Kx(t) = f(t)

Transformando con condiciones iniciales nulas,
Ms? X (s) + f sX (s) + X (s) = F(s)
Despejando el cociente Salida/Entrada

X(s)
F(s) +f/ S+I%/I
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Modelado de sistemas mecanicos
traslacionales complejos.

En los sistemas mecanicos, el numero de ecuaciones de
movimiento es igual al nimero de movimientos linealmente
Independientes que también se designan grados de libertad.

La independencia lineal de movimiento implica que un punto de
movimiento del sistema todavia pueda moverse, aun cuando el
resto de los puntos de movimiento se mantengan fijos.

Para trabajar este problema se traza el diagrama de cuerpo libre
de cada punto de movimiento y luego se aplica la superposicion.
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Considerar el siguiente sistema mecanico de
dos grados de libertad

__il(f) f’

22

F(s) (fis T K5)

A

Xo(s)

(b)

Figura 2.17
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En el diagrama de cuerpo libre del primer punto de movimiento,
primero se trazan las fuerzas debidas al movimiento del punto en
cuestion, manteniendo inmoviles los otros puntos de movimiento.

Después se trazan las fuerzas provocadas por el movimiento de los
otros puntos de movimiento, tomados por separado.

Figura 2.18 fishas) =— i) IV
My e— KX (s) M

a) Fuerzas sobre M, o) —= T b asn)

debidas a su propio Mis?Xi(s) =—{

movimiento (@) ®)

b) F_uerzas sobr_e I\_/I1 (K + K Xi(s) ~——

debidas al movimiento Uy A5 Xi(s) ——f | KaXa®

de M, o ) —*:-*-1-:_;'.1*;'5—-fﬁst(s)

c)Superposicion de Mys2X (s) =—{

fuerzas en M, (©)
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Se procede de manera similar con los restantes puntos de
movimiento.

: My = K3X(s) My
a) Fuerzas sobre M, fosXo(s) =—1 £sXi(s) —]
debidas a su propio  ms2x(s) «— 3
movimiento (@) (b)

b) Fuerzas sobre M,

debidas al movimiento (Ky+ K3)Xo(s) =—
S Jo s X1 (5)

de M, .y (S, Fr)s Xo(s) =——F My
c)Superposicion de =KX )
fuerzas en M, Mys*Xy(s) =—
(c)
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De los diagramas de superposicion de fuerzas se escriben las
ecuaciones diferenciales lineales del movimiento o sus
correspondientes ecuaciones simultaneas algebraicas, al sumar
las fuerzas del diagrama de cuerpo libre, teniendo cuidado con
los signos asignados, e igualando la suma a cero.

De las ecuaciones algebraicas simultaneas despejar la variable
de salida y ponerla en forma racional con respecto de la entrada.

Para manejar las ecuaciones simultaneas podemos recurrir a la
regla de Cramer.
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X, (S) B f.s+K,

F(s) A
AZ [M182+(fvl+ fv3)S+(K1+K2)] _(fv3S+K2)
_(fv35+K2) [I\/IZS2 +(fv2 + fv3)S+(K2 +K3)]
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Modelado de sistemas mecanicos
rotacionales

El par sustituye a la fuerza y el desplazamiento angular al
traslacional

Los sistemas mecanicos tienen tres elementos pasivos basicos:
el resorte con su parametro K; el momento de inerciaconel Jy
el coeficiente de friccion viscosa D
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Torque-
angular
Component velocity

Torque-
angular
displacement

Impedance
Zu(s) = T(s)/0(s)

1(1) 6(r)
Spring

K

Viscous T(£) (1)

damper [\/\( T(t) = Dw(t)
7\

1(1) 6(r)

Inertia

J

T = K L: w(r)dr  T(t) = KO(t)

Ds

Js?

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: 7(f) =N-m
(newton-meters), 6(¢)=rad (radians), w(f)=rad/s (radians/ second), K=N-m/rad (newton-
meters/radian), D =N-m-s/rad (newton-meters-seconds/radian), J=kg-m?* (kilogram-meters®

= newton-meters-seconds?/radian).

Tabla 2.5



El nimero de ecuaciones de movimiento es igual al niumero de
movimientos linealmente independientes que también se
designan grados de libertad.

La independencia lineal de movimiento implica que un punto de
movimiento al giro del sistema todavia pueda moverse, aun
cuando el resto de los puntos de movimiento se mantengan fijos.

Para trabajar este problema se traza el diagrama de cuerpo libre
de cada punto de movimiento y luego se aplica la superposicion.
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T(r) 61(1) 6,(1)
m[‘ N Az=z

J1 J?

wiy=c
earing
D,

Bearing
D, Torsion

(@)

(1) 601(1)

1(s) x| 9209
e E -
()
Figura 2.22
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En el diagrama de cuerpo libre del primer punto de movimiento,
primero se trazan los pares debidos al giro del punto en cuestion,
manteniendo inmoviles los otros puntos de movimiento. Después
se trazan los pares provocadas por el giro de los otros puntos de
movimiento, tomados por separado.

Figura 2.23

a) Pares sobre J, debidas a su propio giro
b) Pares sobre J, debidas al giro de J,
c)Superposicion de pares en J,

l(v) Direction €(s) Direction €(s) Direction
~ J;520,(s) ( T(“) ~ J1526,(s)
/‘Dlvé’ /‘quf)l(")
Kﬁz(?) Kgl(?)

S

K6(s)
31
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Se procede de manera similar con los restantes puntos de

movimiento.

Figura 2.24

a) Pares sobre J, debidas a su propio movimiento
b) Pares sobre J, debidas al movimiento de J,

c)Superposicion de Paresen J,

&> (s) Direction

0, (s) Direction

&,(s) Direction

KO (s) K6(s)
~ J»5205(s) ™ N 525%05(5)
@/‘ D)s6,(s) 4 D,565(s)
N N
K65(s) K6(s)
(a) (b) (©)
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De los diagramas de superposicion de pares se escriben las
ecuaciones simultaneas algebraicas de movimiento, al sumar los
pares del diagrama de cuerpo libre, teniendo cuidado con los
signos asignados, e igualando la suma a cero.

Para manejar las ecuaciones simultaneas podemos recurrir a la
regla de Cramer.

(J,8° +D,;s+K)E,(s)-Ka,(s) =T(s)
~K@,(s)+(J,8° +D,s+K)O,(s)=0

0,(s) K
T(s) A
\_|Qis?+Ds+K) K
-K (J,8° +D,s+K) N




Rotacionales con engranes

Los engranes proporcionan ventajas a los sistemas

rotacionales.
En la figura 2.27 se muestra la interaccion linealizada entre

dos engranes.

Lo, =0,
T 61() 2 0,0 Ty
< <Input > >
drive gear,

Gear |  Output
driven gear,
Gear 2

Figura 2.27
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Propiedades del par de engranes.

Figura 2.28

‘92 L Nl

‘91 I Nz

“1‘91 — T26)2

L_6_N,

"1 ‘92 Nl

g N %) T,
— E —— - — i

(a)

N2 TZ
Nj
(b)
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Figura 2.31
Tren de engranes

0,
‘@ N N
N, y Ns 93_%
(‘ 4
Ny C N5
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Sistema mecanico rotacional con engranes

En este sistema el par T,(t)

se aplica a través de los " 91“)N
1 1
engranes N; y N,. Figura T&@ 000 5
2.29 a.
N,
I K
El par T,(t) se reflejaen el “

eje de la inercia J escalado
por la relacion de engranes.
Figura 2.29 b. La ecuacion
de movimiento es

N
(Js* + Ds+K)8,(s) :Tl(s)W2
1

Figura 2.29
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Sistema mecanico rotacional con engranes

h 61

( l ( VN
0,(1) D

En la Figura 2.29 c, las v,
Impedancias del sistema se K
reflejan en el eje de @
entrada.

(Js* + Ds + K) 19(3) T(s)

2 1

2
(Js* + Ds + K)(m ] 6,(s) =T,(s) ©)
2 Figura 2.29
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Sistemas electromecanicos en el control de robots, control de
velocidad en drives de discos y cintas
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Modelo del motor de corriente directa (cd). EI campo magnético ¢ es
fijo o estacionario. La corriente de armadura i, circula en este campo
y se genera una fuerza sobre las espiras de la armadura, de acuerdo

con el enunciado de Lorenz.  E _ g (t)
a
El par creado por el motor es proporcional a la corriente de armadura.

T =Ki,(t)

Rotor ]
E,(s) 6,.(s)
— G(s)

circuit

eal?) Amwﬂ vp (0
II”({) = _ Hm([)

() (b)
40 Flgu ra 2 35 Control Systems Engineering, Fourth Edition by Norman S. Nise
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Hay un efecto complementario que debe considerarse: cuando un
conductor se mueve a velocidad v dentro de un campo magnético ¢
se genera un voltaje en las terminales del conductor, de acuerdo con

laley de Lenz. o _pgJy

Entonces el voltaje inducido en las terminales de la armadura es
proporcional a la velocidad de giro.

dg, )

v, = K,

dt

Fixed
field

e, (7) Armature) y, (y) Rotor E_(s) 0,.(s)
a . . b T ({) ¢
circuit m — G(5) f———

I,(t) _ 6,.(1)

() (b)
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Ecuacion del circuito eléctrico:

E, (8) = R,1,(5) + L1, (8) +V, (5)

i

et Aﬂmwﬂ (0

circuit

E_(s) 6,,(s)

(1)

(a) (b)
Figura 2.35
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Ecuacion de la parte mecanica, considerando que no hay una carga
externa al motor
T (s)=D_sO.(s)+J_s°0.(s)

=
E— |
|
‘]m )7 I :|
|
|

m

Tn(1) 0,,(1)
L\

Figura 2.36

Con base en los enunciados anteriores, nos interesa encontrar la
funcion de transferencia
0., (s)

E.(s)
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Aplicacion real del motor de corriente con una carga
mecanica externa J,

Figura 2.37
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Figure 2.38
Torque-speed
curves with an
armature
voltage, e,
as a parameter

45

TH?
A K. K K
T =—2"'w +—Le,
Ra Ra
T stall
2
o
S
F
- a)fﬂ
Wno-load
Speed
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Figura 2.45
a. Sistema lineal
b. Sistema no lineal

J(x) J(x)
A A
3 2+ 52+
= &
= o
S 1L S 1L
I I I | - x I I I | - X
0 1 2 3 ! 0 | 2 3 4
Input Input
() (b)
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Figura 2.46
No linealidades fisicas

Amplifier saturation Motor dead zone Backlash in gears
J(x) f(x) J(x)
) A A
E E:
& & =
= = o / /
o O = =X
S / /
- X > X
Input Input Input
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Figura 2.47 J(x)

Linealizacion ! N
entorno al punto A e
- X)) -3 |
= I
& |
5 I
fxo) p=————=——5 : - OX
| |
I |
I |
I |
I |
| |
0 X0 X =
Input
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Figura 2.48
Linealizacion

de 5 cos x en el punto
X = 712
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