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Ejercicios para el Tema 3:

Estabilidad de Sistemas de Control
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Ejercicio 1
Utilice el criterio de Routh para determinar las condiciones

necesarias y suficientes que garantizan estabilidad en
sistemas de primer orden, dada su ecuacidén caracteristica

ais+ag=0.

Ejercicio2
Aplique el criterio de Routh para determinar las condiciones

necesarias y suficientes que aseguran estabilidad en sistemas
de segundo orden, dada su ecuacién caracteristica

8252+315—|—30:O.
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Solucién de los Ejercicios 1y 2

EC de Primer Orden

a1s+ayg=0

EC de Segundo Orden

3252 +ais+ay =0

Arreglo de coeficientes

S1
0

ai

0

S

a0

0

Arreglo de coeficientes

S an ao
stfla ] 0
| SO lla | 0

Condiciones de Estabilidad
@ Necesitad y Suficiencia:

ai, a0 >0

Condiciones de Estabilidad

o Necesitad y Suficiencia:

a, a1, ag >0
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Ejercicio 3
Utilice el criterio de Routh para determinar las condiciones

necesarias y suficientes que garantizan estabilidad en
sistemas de tercer orden, dada su ecuacidn caracteristica

a3s3 +3252 +ais+ay=0.
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Solucién del Ejercicio 3

EC de Tercer Orden

3353 + 3252 +ais+ay =0

Arreglo de coeficientes Condiciones de Estabilidad
3 a3 a1 @ Necesitad:
52 ar aog as, az, ai, dp > 0
sl 22a-22 |0 @ Suficiencia:
s0 ao 0 apa; — azag > 0
v o
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Ejercicio 4
Utilice el criterio de Routh para estudiar la estabilidad de un
sistema con ecuacién caracteristica,

3422 +s5+2=0.
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-
Solucién del Ejercicio 4

Caso Especial 1

i Qué hacer cuando algtin elemento de la primera columna es
cero y existen elementos sobrantes diferentes de cero?. Sea

$S+2s2+s5s+2=0

Observacion

Arreglo de coeficientes Como los coeficientes por encima

s3 1 1 y por debajo de ¢ son positivos
s2 2 2 (no hay cambios de signo'), se
stflo~c]0 puede asegurar que existen dos
0 2 0 raices conjugadas sobre el eje

imaginario (estabilidad critica).

v

tNote que si hubiera cambios de signo el sistema serfa inestable.
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Ejercicio 5
Utilice el criterio de Routh para estudiar la estabilidad de un
sistema con ecuacién caracteristica,

s2 +2s* + 2453 + 485> — 255 —50=0.
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Solucién del Ejercicio 5

Caso Especial 2 (generalizacién del Caso Especial 1)

i Qué hacer cuando todos los coeficientes de algiin renglén derivado

son cero?. Sea

s? +2s* + 2453 + 485> — 255 — 50 =0

Arreglo de coeficientes
|1 24]—-25
s 2| 48| =50
sSflofo] o

v

Se construye el polinomio auxiliar

P(s) = 2s* + 485250

4
P
dP(s) = 853 + 965
ds

v

M.1. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM)

Arreglo de coeficientes auxiliar

s° 1 24 | =25
st 2 48 | —50
s3 8 96 0
s 24 || -50| O
st[1127 ] © 0
O | —50 0 0
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Solucién del Ejercicio 5

Observacion

La fila de ceros indica que hay raices de igual magnitud?. Dichas
raices se obtienen al resolver el polinomio auxiliar:

P(s) = 2s* + 48s°~50 =0

U
s==1, s=4jb

e

Figura: Posibles raices de igual magnitud

»

fNote que estos sistemas pueden ser criticamente estables, o bien, inestables.
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Ejercicio 6
Bosqueje la traza de Nyquist del sistema cuya funcién de
transferencia de lazo abierto es

K

“O) = s ayste)

Utilice el principio del argumento para determinar los valores
de la ganancia K > 0 que garantizan estabilidad de lazo
cerrado. )
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Solucién del Ejercicio 6

Sistema Tipo 1 FT Senoidal

K , K
s(s+4)(s +5) 6Uw) = e T HGw 5)

G(s) =

Partes Real e Imaginaria
—9K . (20— WK

G(jw) = —
Uw) = 3 4102 + 400 7 w5 + 41w + 400w
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Solucién del Ejercicio 6

Tramo 1
Paraw — 0
—OK 20 — (0)?)K
cU0) - L @0-?)
(0)* +41(0)2 +400  ~(0)° -+ 41(0)* + 400(0)
9K .
= 200 /oo Tercer Cuadrante )
Para w — oo
—9K 20 — (00)?)K
o) 9 (@0 (eop)
(00)* +41(c0)2 +400 ~ (00)5 + 41(o0)3 + 400(0)
= —0+/0; Segundo Cuadrante

® Si se tienen dudas acerca de las evaluaciones, se recomienda utilizar valores muy

pequeiios para aproximar w = 0 y valores muy grandes para aproximar w — co.
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Solucién del Ejercicio 6

jExiste cruce con el eje real!

. (20 —w?)K
Im{G(jw)} = T 5+ 4103 + 400w

cuya solucién es w = +/20. Sustituyendo
en la parte real se obtiene el cruce

-K

Re{G(jv20)} = oo

Criterio de Estabilidad de Nyquist

Dado que G(s) no tiene polos inestables,

no debe haber rodeos al punto (—1 + j0).

I\%
@ —> 0
~K/180 u
Plano F(s)
w=0 — Joo
"Estabilidad
0< K <180
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Solucién del Ejercicio 6

Tramo 2 ©—> joo Plano's
Se cambia la variable s por un semi-circulo
de radio infinito, Fe/? con 6 € [-90°,90°]. , I
K K w=0"
G(s) = —7—— : ~— ®=0" o
Fef(re? +4)(re/ +5)  re3?
Dado el radio infinito I,
' —> — joo
G(s) ~ 0e /% jv
L. _ Plano F(s)
se mapean tres semicirculos de radio b
cero, empezando en —270°, con direccion {9—.
antihoraria. ) !
-+ radio=0
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Solucién del Ejercicio 6

Tramo 4 Plano s

Se cambia la variable s por un semi-circulo
de radio cero, ce/? con 6 € [—900,903].

K K -+ radio=0
G(s) = —7— : ~— )=y
celf(cel? + 4)(eel? +5)  eel? Plano F(s)
Dado el radio € cercano a cero, Q."

G(s) ~ oce /Y al

se mapea un semicirculo de radio
infinito, comenzando en 90°, con direccién
horaria.

—joo
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Solucién del Ejercicio 6 (Principio del Argumento)

Plano s

Plano F(s) , ;

HiN

0*L.
—"_"_—")0_

—5 4

A

.
)

9K }
400"

T
Ir

El contorno I's no rodea ningun polo de G(s), i.e. P = 0. Para que
F(s) =1+ G(s) no tenga ceros en el semiplano derecho del plano
complejo (Z = 0), se debe cumplir Z=N+P=0= N=0, es
decir, no debe haber ningtin encirculamiento del punto (—1,0).
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-
Solucién del Ejercicio 6 (Matlab)

Matlab
K=1;
SYs=tf([K],[1 9 20 0]);
figure;

nyquist (SYS) ;

Margenes de Estabilidad
MF = 88.7 [°]

MG = 45.1 [dB] (180)
Estable en lazo cerrado.

Nyquist Diagram

0.8 |

0.6

0.4

0.2

. (\\,/‘

-0.2

Imaginary Axis
o

-n4

-0.6

-0.8
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-1.5 -1 -0.5
Real Axis

System: SYS

Gain Margin (dB): 45.1

At frequency (rad/s): 4.47

Closed loop stable? Yes
u
1
|
\

‘ System: SYS
\ Phase Margin (deg): 88.7
| Delay Margin (sec): 31
Atfrequency (rad/s): 0.05
Closed loop stable? Yes
e T

0 0.5
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Ejercicio 7
Bosqueje la traza de Nyquist del sistema cuya funcién de
transferencia de lazo abierto es

K(s+1)

R R )

Utilice el principio del argumento para determinar los valores
de la ganancia K > 0 que garantizan estabilidad de lazo

cerrado. |
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Solucién del Ejercicio 7

Sistema Tipo 1 FT Senoidal

K(s+1)
s(s—2)(s+4)

Gjw) = K(jw +1)

Gle)= = JwGe - 2)(e + 4)

Partes Real e Imaginaria

) —(W?+10)K . (w?-8)K
TP P i UL SN il
w* + 20w* + 64 w? + 20w? + 64w
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Solucién del Ejercicio 7

Tramo 1
Paraw — 0
G(j0) = —((0)% + 10)K . ((0)2 - 8)K
S0 = 0" +20(0)2 + 64 7 (0)5 + 20(0)3 + 64(0)
= —%—&—joo; Segundo Cuadrante
Para w — oo
Gljnc) = —(()? +10)K . ((00)> —8)K
29 = (0)* + 20(c0)2 + 64 (00)® + 20(0)3 + 64(c0)
= —0—j0; Tercer Cuadrante

® Si se tienen dudas acerca de las evaluaciones, se recomienda utilizar valores muy

pequeiios para aproximar w = 0 y valores muy grandes para aproximar w — co.
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Solucién del Ejercicio 7

jExiste cruce con el eje real! _
(w2 _ 8)K Plano F(S) AV
T W5+ 20w3 + 64w =0

Im{G(jw)} =

cuya solucién es w = /8. Sustituyendo en
la parte real se obtiene el cruce

Re{G(jv8)} = % —K/16 w—0 y

Criterio de Estabilidad de Nyquist

Dado que G(s) tiene un polo inestable, Ectabilidad
debe haber un rodeo al punto (—1 + /0)
en sentido antihorario. K>16
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Solucién del Ejercicio 7

Tramo 2

Se cambia la variable s por un semi-circulo
de radio infinito, F'e/? con # € [-90°,90°],

G(s) = K(re? +1) _ K
T Telf(Telf —2)(Feif +4) ~ Te/20

Dado el radio infinito I,
G(s) ~ 0e 7%

se mapean dos semicirculos de radio
cero, empezando en —180°, con direccidon
antihoraria.

M.1. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM) Fundamentos de Control

Plano F(s)

-+ radio=0
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Solucién del Ejercicio 7

Tramo 4 Plano s

Se cambia la variable s por un semi-circulo de
radio cero, ce/? con 6 € [—900,903].

-+ radio=0
B K(cel? +1) . -K

T celfi(celf—2)(celf +-4)  cell etil80°

G(s)

Dado el radio & cercano a cero,

G(s) =~ oo J(0£180°)

se mapea un semicirculo de radio infinito,
comenzando en —90°, con direccion horaria.

v

) joo
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Solucién del Ejercicio 7 (Principio del Argumento)

Plano s Plano F(s) Ajv

joo

El contorno I's rodea un polo de G(s), i.e. P = 1. Para que F(s)
no tenga ceros en el semiplano derecho del plano complejo (Z = 0),
se debe cumplir Z =N+ P =0 = N = —1, es decir, debe haber
un encirculamiento del punto (—1,0) en sentido antihorario.
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|
Solucién del Ejercicio 7 (Matlab)

Nyquist Diagram

"Zoom S : SYS
M atla b Al P:’\::;n Margin (deg): -81
151 , \\ Delay Margin (sec): 38.7
; . N == At frequency (rad/s): 0.126
K=1; )/ ™~ Closed loop stable? No
1F Ny I
SYS=tf([K K],[1 2 -8 0]); 7
/ \
3 . 8 05 4 s
figure; £ \
nyquist (SYS); § of— -
@ System: SYS
s ™ E 05 Gain Margin (dB): 24.1
Mérgenes de Estabilidad - Atfrequency (radis): 2.83
Closed loop stable? No
MF = —81 [°] =
MG = 24.1 [dB] (16)
Inestable en lazo cerrado. A | ‘ | | ‘
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2

M.1. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM)
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|
Solucién del Ejercicio 7 (Matlab)

Nyquist Diagram

0.5 T T
Se elige algiin valor de K > 16 o ’,'
para estabilizar el sistema en osl ]
lazo cerrado. oal 5 ]
PO 5 |
% 0. !
Matlab < o
S 0 ) ! ———=
K=20 H '% System: SYS \-"””/,JJ
£ -0.1 Gain Margin (dB): -1.94 | System: SYS
SYS=tf( [K K] » [1 2 -8 O] ) N - At frequency (rad/s): 2.83 P%ZseemMargin (deg): 2.85
. -0.2 Closed loop stable? Yes | Delay Margin (sec): 0.0145
f lgure ; ' At frequency (rad/s): 3.42
. -t (SYS) 03 Closed loop stable? Yes
nyquis H \
0.4
EStabIe en Iazo cerrado J 08 -2 —1‘.8 —1‘,6 —1‘,4 —1‘,2 —‘1 ‘—0‘8 —0‘,6 -04 -02 6

Real Axis
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Ejercicio 8

Se desea controlar un sistema tipo cero por computadora, es
decir, implementar un lazo de control digital bajo un paso de
muestreo constante T > 0 y discretizando la FT con el
método del ROC. La funcién de transferencia discreta es

o lifsT K o [0
6la) =z {7 g =K

—aT e . .
cona>0; a= l_ea v = —e 2T Utilice el criterio de Jury

para determinar los valores de la ganancia K > 0 que
aseguran estabilidad de lazo cerrado. Sea a = 1, calcule el
valor critico de la ganancia para T =1[s]y T = 0.1 [s],
respectivamente.
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Solucién del Ejercicio 8

Ecuacién Caracteristica Arreglo de Jury
F(z) = K=0 2 |7
(z2)=z+y+aK = y4aK | 1

Condicién de Jury 1, F(1) >0
1+v+aK>0 = K >0 (Trivial)

Condicién de Jury 2, (—=1)'F(—1) <0
1— 1 —aT
14y taK<0 = KeoiZd_alte?)
o 1—eaT

Condicién de Jury 3, |ag| < a1

1—vy a(l+e27)
F+aK| <1l = K< P —
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Solucién del Ejercicio 8 (Numérica)

Ejemplo:a=1, T =1 [s], « = 0.6321, v = —0.3679.
0 1

5 — z z
F(z) = z — 0.3679 + 0.6321K = 0 03679 1+ 0.6321K | 1

F(1) =0.6321 +0.6321K >0, = K >0
(-1)'F(=1) = —1.3679 + 0.6321K <0, = K < 2.1641
| —0.3679 + 0.6321K| <1, = K < 2.1641

Ejemplo: a=1, T =0.1 [s], a = 0.0952, v = —0.9048.
_ B ZO Zl
F(z) = z — 0.9048 + 0.0952K = 0 00048 + 0.0052K | 1

F(1) = 0.0952 + 0.0952K >0, = K >0
(—1)'F(—1) = —1.9048 + 0.0952K < 0, = K < 20.0084
| —0.9048 + 0.0952K| < 1, = K < 20.0084
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Ejercicio 9
Se desea controlar un sistema tipo uno por computadora, es
decir, implementar un lazo de control digital bajo un paso de

muestreo constante T > 0y discretizando la FT con el método
del ROC. La funcién de transferencia discreta es

_es + 3
GH — Z{l e sT . L} — KL7
(Z) s s(s+a) (Z— ]_) (Z—I—’}/)
cona>0 a= —1+a"l;2+e*a7—; B= 1—aTe*a‘32T—e*aT; N =—eaT.

Utilice el criterio de Jury para determinar los valores de la
ganancia K > 0 que aseguran estabilidad de lazo cerrado. Sea
a =1, calcule el valor critico de la ganancia para T =1 [s] y

T = 0.1 [s], respectivamente.
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Solucién del Ejercicio 9

Ecuacién Caracteristica Arreglo de Jury
Z0 Z:l 22

_ 2 L
F(z)=z"+(-14+~v+aK)z+BK—-vy=0 A BK | 1ty tak |1

Condicién de Jury 1, F(1) >0
(a+B)K>0 = K >0 (Trivial)

Condicién de Jury 2, (=1)2F(—1) >0
2(1—7) 22%(1+e27)
a—pfB  2eaT 4 aTe—2T 4 aT —2

21— +KB-a)>0 = K<

Condicién de Jury 3, |ag| < a1
14+7v a?(1—e2T)
B 1—aTe—al —e-al

|-y +B8Kl<1 = K<
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Solucién del Ejercicio 9 (Numérica)

Ejemploa=1, T =1 [s]: « =0.3679, 5 = 0.2642, v = —0.3679.

z1 22

£0.3679 1 0.2642K — 0 0.3679 + 0.2642K | —1.3679 + 0.3679K | 1

F(z) = 22+ (—~1.3679 + 0.3679K)z 2° ‘
F(1) =0.6321K >0, = K>0
(—1)2F(-1) = 2.7358 — 0.1036K >0, = K < 26.4073
|0.3679 + 0.2642K| < 1, = K < 2.3925

Ejemplo a=1, T =0.1[s]: « = 0.0048, 5 = 0.0047, v = —0.9048.

0 1 2
F(z) = 22+ (—1.9048 + 0.0048K)z z z z
+0.9048 4 0.0047K =0 0.9048 + 0.0047K

—1.9048 + 0.0048K | 1
F(1) = 0.0095K >0, = K >0
(—1)2F(—1) = 3.8097 — 0.00016K >0, = K < 23810.625
0.9048 + 0.0047K| < 1, = K < 20.2553

M.I. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM)
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Ejercicio 10

Bosqueje la traza de Nyquist del sistema cuya funcién de
transferencia discreta de lazo abierto es

Glz) =z {1 K =K az+p

SRV A R [EEy
—aT —aT —aT
cona>0 a= —1+a'§2+e ; /8 _ 1-aTe . —e Ly = _e—aT_

Utilice el principio del argumento para determinar los valores de
la ganancia K > 0 que garantizan estabilidad de lazo cerrado,
considerando a=1y T =1 [s].
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Solucién del Ejercicio 10

Tiempo Continuo  Tiempo Discreto

K

K (1 K B az+f
ss+a) =0 2 a0 va) = K6

G(s) =

Tramo 1 joo!
Se cambia la variable z — 1 + ce/?, con
evaluacién angular § € [-90°, 903].

0
GH(z) = ki Fee)+5 K
celf(1+eelf +v)  eelf

Dado el radio € cercano a cero,

G(z) ~ oce e
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Solucién del Ejercicio 10

Tramo 2 _
0y _ aef + 8 ~Tand
G(ej)_K(ef‘g—l)(ef9~|—’y)' 0 € [0°,180°]

6 — 0° (y giros completos) 6 — 180° (y giros completos)

j0° j180°y __ f—a
G ) = —0 G(e™) = K2(771)

jExiste cruce con el eje real!
. 1—7v)—a1
Im{G(ejec)}:O = COS(HC): ﬁ( '7)2BOZ( ‘|"7)
fParaa=1y T =1[s]: a =0.368, 3 = 0.264, v = —0.368.
0. =75.88°; Re{G(e/>%")} = —0.418K; G(&/*80") = —0.0381K.
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Solucién del Ejercicio 10 (Principio del Argumento)

Ningiin polo de G(z) estd por fuera del contorno I';, i.e. P = 0.
Para que F(z) = 1+ G(z) no tenga ceros inestables (Z = 0), se
debe cumplir Z= N+ P =0 = N =0, es decir, el contorno I'F no
debe encircular el punto (—1,,0). Note que 0.418 ! = 2.392,
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Solucién del Ejercicio 10 (Matlab)

Matlab
K=1; a=1;
SYS = tf([K],[1 a 0]);
Ts=1;
SYSd=c2d(8SYS,Ts, ’zoh’);
figure;
nyquist (SYSd) ;

Margenes de Estabilidad

MF = 30.4 [°]
MG = 7.58 [dB] (2.392)
Estable en lazo cerrado.

M.1. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM)

Imaginary Axis

Nyquist Diagram

o

System: SYS_d
Gain Margin (dB): 7.58
At frequency (rad/s): 1.32
Closed loop stable? Yes

e
System: SYS_d
Phase Margin (deg): 30.4
Delay Margin (samples): 0.687
At frequency (rad/s): 0.772
Closed loop stable? Yes

Fundamentos de Control

-0.5 0
Real Axis
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Ejercicio 11
Dada la funcion de transferencia de lazo abierto
K
G(s)= ——=,
s(s+ a)

con a = 1. Utilice Matlab para construir un esquema de
control para la regulacion automatica de la salida. Compare
la respuesta al escalén del sistema en lazo cerrado en sus
versiones continua y discreta, esta dltima obtenida con el
método del ROC bajo el paso de muestreo T =1 [s] y

T = 0.1 [s], respectivamente.
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Solucién del Ejercicio 11

Nyquist Diagram
1 o -
K=1; a=1; >
0.8 S
G=tf([K],[1 al);
nyquist(G);
yq ( ) ’ 04 h ~ . System: Discreto
. / Y : D
ho ld on b » / Gain Margin (dB): 7.58
% 02F At frequency (rad/s): 1.32 1
T= 1 5 ; Closed loop stable? Yes
2 L | =
= J J . 5 System: Discreto
Gd=c2d (G s T s zoh ) ) g Phase Margin (deg): 30.4 -
. = Delay Margin (samples): 0.687 L7
Ilqull St (Gd) ; At frequency (rad/s): 0.772 e
Closed loop stable? Yes P
-
0.6
08 | ]
7/ System: Continuo
4 «« o Phase Margin (deg): 51.8 | .
1.2 A -0.8 - Delay Margin (sec): 1.15 -0.2 0

Real At frequency (rad/s): 0.786

El sistema en tiempo continuo tiene MF = 51.8° y MG — oo; cualquier ganancia

K > 0 garantiza estabilidad de lazo cerrado. En tiempo discreto con T =1 [s] se
tiene MF = 30.4° y MG = 7.58 [dB], es decir, dnicamente los valores de la ganancia
0 < K < 2.392 aseguran estabilidad de lazo cerrado.
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Solucién del Ejercicio 11

Respuesta al Escalon

Respuesta al Escalon

G(s)

Amplitud

0 : ! ¢ Ti:mpc (15060071;25)
CLP=feedback(G,1);
step(CLP); hold on;
T=0.1;
CLPd=feedback(Gd,1);
step(CLPd) ;

M.1. Ulises A. Pérez Ventura (UNAM)

14

4 14+ — G
G(z) —G@
i 1ol
fy S——
o LLIJ
2
£
£
<
02 | | | | | |
16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo (seconds)

CLP=feedback(G,1);
step(CLP); hold on;
T=1;
CLPd=feedback(Gd,1);
step(CLPd) ;
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