CURSO DE
SISTEMAS Y SENALES

Elaborado por:
Edgar Tello Paleta

FI UNAM MI EDGAR TELLO PALETA




OBJETIVO

Aprender las técnicas fundamentales para la comprension y el
analisis de los sistemas lineales que se encuentran en el campo
de las comunicaciones, el procesamiento de datos y el control.

TEMARIO

Senales y sistemas
Sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LTI)

3. Analisis de sistemas LTI, continuos y discretos, mediante
las transformaciones de Laplace y Z.

4. Fundamentos de modelado de sistemas fisicos.
Caracteristicas dinamicas de los sistemas LT].
Respuesta en frecuencia.



EVALUACION

CS=0.9(CE) + 0.1(CL)
CA = CS para alumnos exentos con CS > 8.0

Los alumnos no exentos o que quieran mejorar su CA
CA=CEF1

Y en caso de no aprobar el primer examen final
CA=CEF2

CS: Calificacién del semestre CA: Calificacion en actas
CE: Calificacion en examenes CEF1: Calif. l1er final
CL: Calificacion del laboratorio  CEF2: Calif 2do final



EVALUACION

Escala de Calificacion en Acta (CA)

6.0< 6 <6.5
6.5< 7 <7.5
7.5< 8 <8.5
83.5< 9 <95
95<10<10

Habra dos examenes parciales:

ler. Parcial: correspondiente a lostemas 1,2y 3

2er. Parcial: correspondiente a lostemas 4,5y 6
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1. SISTEMASY SENALES

Senales continuas, discretas y digitales

En general, una sefal es una funcion de una o mas variables indepen-
dientes que transporta informacion. Por ejemplo se tienen:

- Senales eléectricas: variaciones de voltajes y corrientes en un
circuito eléctrico en funcion del tiempo.

- Sefal sonora: variacion de presion acustica en funcion del tiempo.

- Sefales de velocidad, fuerza, temperatura, presion, humedad, etc.

- Sefal de video monocromatico: variacion de intensidad (brillo)
en funcion de dos variables espaciales (en cada imagen fija) y el
tiempo (al ir cambiando cada imagen fija).

Este curso se enfoca en senales de 1 sola variable independiente que
se denominara "tiempo". Por su representacion matematica se tienen:



Senales de tiempo continuo

Se representan mediante funciones reales (o complejas) de variable
real. Por ejemplo:

x(t) = et cos(t), teR

Senales de tiempo discreto (o secuencias)

Se representan mediante funciones reales (o complejas) de variable
entera. Por ejemplo:

x|n] = 0.5" cos(n), n ez

Senales digitales

Una senal digital x; [n] es una version cuantizada y codificada de
una secuencia x[n]. En la senal digital los valores de x[n] se repre-
sentan aproximadamente utilizando algun codigo binario.



Senales de tiempo discreto (secuencias)
- Representacion en forma cerrada: x[n] = sen( X n)

- Representacion como arreglo ordenado de numeros:

x[n] ={..., x[(;‘], x[1], x[2], x[3], x[4], x[5],...}
~ {...,0.02, 0.31, 0.59, 0.81, 0.95, 1.00,...}

- Representacion grafica:

R

x[n] .,

*r—
o— ~
. Oo

-1



Senales de tiempo discreto (secuencias)

Secuencia x[n] lejoy xMl= {....x[-2), [-1], x[0], x[1], x[2], ...}
x[1] x[llm
x[-2] l [ x
et LTI Ty g0 oo
9-8-76-54-3-2-1 0123 456 * 1 11 4é »
x[r] l
x[0]
Secuencia causal x[ll[z] x[n]={x[0], (1], x[2], x[3], ..}
= (x[n]=0paran<0) I x[3]
T ? ¢ 78 21011
<9-8-7-6-5-43-2-1o123456°%] 14 »
x[r]
+X[0]
Secuencia causal * X[n]:{){[’(l)‘]’)([l] 24313
de duracion finita [ ]X[Z]B] Lx =4
TX
9 8-7-6-5-4-3-2-1 (0123 45678 91011 n




AFR |
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X X ]
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Ejemplo de sefal de tiempo discreto y su correspondiente sefal digital
011 3/4
010 2/4

X
001 1/4 T ‘
000 o0 X
111 -1/4 i l
110 -2/4 - X
101 -3/4

100 —4/4 ! ! ! !
'~ —~«—0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

= &

% = ? x[n] = 0.7sen é—gn) Sefial de tiempo discreto
B = = {---,x/[lg], x[1], x[2], x[3], x[4], x[5], -~}

= E _f. Senal

i ; X xqln] = {--, 2 , 025, 0.50, 050, 075,075, -}~ 2070, 4
S xp[n] = {--,000, 001, 010, 010, 011, 011, .-}  Sefal digital

->
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Senales periodicas v aperiddicas

Una sefal x(t) es periddica con periodo T, si T €S un numero
real positivo tal que

x(t+T)=x(t), VteR

El periodo fundamental es el menor de los T.

Una secuencia x[n] es periodica con periodo N, si N es un num.
entero positivo tal que

xl[n+ N]=x|n], VneZ

El periodo fundamental es el menor de los N.

Una sefial o secuencia no periodica es aperiodica.



x(t) T

AW

\WAW

VARV

AVERVA

t

x() T

i

e

Tl o

x[n] N

e

e

x[n] N,

lMl lMl

N

S

Ejemp

2

x|n] N

e

0s de senales y secuencias periddicas




Sefales basicas de tiempo continuo (TC) y t discreto (TD)

Senal impulso unitario

&(t)

, 1=
s =4y 120 /17<

+00
con o(t)dt =1
[0 0 t

Propiedad de muestreo

x(t)6(t) = x(0)6(t)

Sefal escaldn unitario u(t)
1
1, t=0
u(t) = { 0, t<0




Secuencia Impulso unitario

1, n=0
5[”]:{0 n+0 o]
le
={1,00,0,...}
'1‘ —0000——900 00000000 —

Propiedad de muestreo

Secuencia escalon unitario

u[n]={1' n=0

s e I




Senal rampa unitaria Secuencia rampa unitaria

t, t=0 n, n=0
’"(t)z{o £ <0 ’”["]2{0 n<0
= {0,1,2,345,..}
A
r[n]
¢
Al
0 n
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Senal exponencial real

x(t) = e*

Donde a € R diferente de cero.

a > 0: exponencial creciente

a<o
a < 0: exponencial decreciente
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Secuencia exponencial real

x[n] = a™, a€ER a+0y a+1

Cl*ltittzliinie ’6?1r1.lTl n QYYTTTl'TTTI n

—o< a <-1 l<a<oo

Decreciente Tl" tee , HTT.lTTT??Q n
lal < 1 l l ¢ o ¢

-1<a<0 0<a<l1




Senal sinusoidal

x(t) = Acos(wot + @),  wy = 21f,
Donde
A : amplitud
fo . frecuencia en Hertz

w, - frecuencia angular en radianes sobre sequndo
¢ . fase en radianes

Una sefal sinusoidal es periodica con periodo fundamental:
1
~ fo

To




x(t) = Acos(2nfyt + @)

2ms
(- A
-2ms t
| Ty = 2ms |
Sefial sinusoidal con A =1, wy = 1000w y ¢ = _g
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/ N NS

x(t) = Acos(w,t + @)




Secuencia sinusoidal
x[n] = Acos(Qon + ¢ )

Donde A es la amplitud, €, es la frecuencia angular en radianes y, ¢
es la fase en radianes.

x[n] es periodica con periodo fundamental N (entero positivo) cuando
Qoz%”m, siendo = un ndmero racional en su forma irreducible.

x[n]=3cos(ZEn-%)  N=20

31 oPe lo)0)

S ] —s




Senal exponencial compleja

x(t) = e/?ot = cos(wyt) + jsen(wyt)

Donde wy=2mf, es su frecuencia angular en radianes sobre seg. y
fo es su frecuencia en Hertz.

La sefial e/®ot es periddica con periodo fundamental T, = 1/f,.
En efecto
pJWo(t+To) — pjwot+jweTy — pijwotgjweTo — piwotgJ2mfoTo
= e/@ole2m = gJWot(cos(2m) + jsen(2m))

e/@ot - QFED.



Operaciones y transformaciones de senales

Suma, escalamiento en amplitud, combinacion lineal y
producto de sefales

Para cualesquiera sefales f, g y constantes a, 8 se define
e Suma: f+g9)@®)=ft)+g(t), VteER
« Escalamiento: (af)(t) = af(t), VteR

e Combinacion lineal:

(af +Bg)(t) = af () + Bg(t) VteR

* Producto: (f-9)(t) =f()g(t), VteR



Suma, escalamiento en amplitud, combinacion lineal y
producto de secuencias

Para cualesquiera secuencias f, g Yy constantes a, § se define
e Suma: (f +g@)In] = fIn] +gln], VnezZ
« Escalamiento: (af)|n] = af|n], VneZ

«  Combinacidn lineal:
(af +Bg)Inl = afn] + pgln] VnEL

*  Producto: (f - g)n] = fnlgln], VneELZ



f(@

4
f(t) = sen(2m10t) . Ol ¢
ol \/
f
g(t) = 0.3sen(2m30t) A \//\\//\\/0'1 t
0.5+
x(6)

x(t) = f(t)+g(t) 4 \/\/‘“ t

-1+

Suma de senales
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SRR i1

=

g[n] OBSen( n) _.TTO ‘OT?. ?T?°ll2'0_n

an-rirvan I e
Suma de secuencias
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(@)
f() = e N
a<0 \

P AW (WAWAWAWA
Vi

x(t) = f()g(t)

= e cos(wgt)

Producto de sefnales
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f&) =e?
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Producto de sefnales




fIn] = 0.92" Om "Hmmﬂmmn ............... n

gln] = Cos(i—’gn)

—e
—e

x|n] = fn]gln] 11, 111
092ncos(zny) | [[F e e
= 0.92 cos(l—on) f l

Producto de secuencias




fln] = 0.8"
[II TTTTTT???QQ.
-3-2-1 012 34567 8 9101112
gln] = u|n]

rraee LT

1112 1

n

x[n] = 0.8™"u[n] =f[n]g[n]

RO

543210 1 n

Producto de secuencias



f[n]={%, 1,43 41,3, 5}
g[n]z{Z) 4'; 3; 5; 5; 6; 2; 1}

x[n] = fln] + g[n]
={% 5, 7,89 75, 6}

Suma de secuencias




f[n]={%, 1,43 41,3, 5}

x[n] = 3f[n]
={§, 3,12,9,12,3, 9,15}

f[n]={11_31 2}

x[n] = —-2f[n]
= {_'?; 6, _4}

Escalamiento en amplitud de secuencias
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f[n]={%, 1, 4, 3, 4, 1, 3, 5}
gln] ={ Z, 4, 3, 5 5 6, 2, 1}
x[n] = flnlg[n]

={1;L, 4,12,15,20, 6, 6, 5}

Producto de secuencias




Inversion en el tiempo

x(t) x[n]
-//\ , 6 .r” | [ ,,,,,,,,,,
1 0 ot 0 n
x(-t) x[-n]

Inversion TC Inversion TD
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Desplazamiento en el tiempo

0

0o v t
Atraso to>0 x(t-to) .
Adelanto to <O ‘/\

: /
0 to e t
x[n]
[ ]
—m.cmu.mm."i'ﬂj—[

0 n

Atraso ng>0 x[n-ny

Adelanto ng< 0

FI UNAM MI EDGAR TELLO PALETA




La integral vy la derivada de una senal continua son las definidas
en el calculo diferencial e integral.

La sumatoria de x[n] en el intervalo a < n < b se define como:

z al + x|la + 1] + x[a + 2] --- x[b — 1] + x[b]

Sumatoria util:

bN+1
Zb"—l_ con beC b#0yb=#1 (a)

La diferencia hacia atras de x[n] se define como:

Vx[n] = i—z = x[n] — x|[n — 1]



Ecuacion en diferencias lineal

La version en tiempo discreto de una ecuacion diferencial lineal
coeficientes constantes de orden N

dky(t) 5 dkx(t)
z zb" dtk

k=0 k=0

es la ec. en diferencias lineal de coeficientes constantes de orden N:

N

z ay[n — k] = i bex[n — k|
k=0

k=0

Desarrollando la ecuacion anterior se obtiene:

agy[n] + ayyln —1] + -+ + ayy[n — N] = byx[n] + -+ + byx[n — M]



Ejemplo
Obtener la forma "estandar" de la sig. ec. en diferencias de orden 2:

aV?y[n]+ b Vy[n]+cy[n] =x[n], ab,c€eR

Sol.
Vyln] = y[n] — y[n - 1]
Vy[n] = V(Vy[n]) = Vy[n] — Vy[n — 1]
= yln]-yln—-1D) - (yIn —1] —y[n—2])
=y|n] = 2y[n — 1] + y[n — 2]
Entonces

a(y[n]-2y[n — 1]+y[n - 2])+b(y[n]-yIn — 1]) +cy[n] = x[n]

Ea+b+cjy[ 1+ (- 2a—b)y[n—1]+ ay[n — 2] = x[n]

apy[n] + a;y[n — 1] + ayy[n — 2] = x[n]



Integral de convolucidn

La convolucidn entre cualesquiera sefales f(t) y g(t) se define
como:

+ 0o

y(@) =f()xg(t) = f(0) g(t —7)dr (1)

Suma de convolucion

La convolucion entre cualesquiera secuencias f[n]y g[n] se define
Como:

yln = fln]  gln] = Zf 2

k=—o0



Propiedades de la convolucion

1) Conmutativa f*xg=g=x*f
2) ASOClatlva (x1 * xz ) * x3 = x1 * (xz * x3)
3) Distributiva  xq * (x, + x3) = x1 * X, + X1 * X3

4) Desplazamiento con el impulso unitario
x(t) *6(t —ty) = x(t —ty)

x[n] * 6[n —ng] = x[n — ngy]
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Ejemplo
Para las sefiales f(t) = 8(t+4) +6(t—7) y g(t) = e™?¢,
obtener y(t) = f(t) * g(t).

Solucion
y@) =f@)*»gt) = (6 +4) +6(—7)) e
Por la propiedad distributiva de la convolucion se tiene que:
y(t) =6(t+4)xe 2t +6(t—7)xe 2t
Por la prop. de desplazamiento con el impulso unitario se tiene que:

y(t) — e_z(t+4‘) + e—Z(t—7)



Fundamentos de muestreo

Muestreo es el proceso de convertir una sefial x.(t), en su repre-
sentacion mediante una secuencia x[n]. Si el muestreo se realiza
de forma periddica, entonces se tiene que:

x[n] = x.(nT), —o < n <+

Donde T es el periodo de muestreo medido en segundos. F, = 1/T
es la frecuencia de muestreo medida en muestras/segundo o Hertz.

Teorema de Muestreo: Si la frecuencia mas alta contenida en
una sefal x.(t) es F,,, Y lasefal se muestrea con F, > 2E,, .,
entonces x.(t) puede ser reconstruida exactamente a partir de sus
muestras x[n], mediante interpolacion ideal (solo posible en teoria).




Ejemplo de muestreo de una sefal sinusoidal

x.(t) = cos(2m500¢t)

O

T
T
0.

Si se muestrea la senal x.(t) de la figura anterior con una frecuencia

de muestreo F; = 10000 |[2xesras] (= T =
S

10000
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[s]), entonces




se obtiene la secuencia:

x|[n] = x.(nT) = cos (2n500n(W100)) = Cos(llon)

el el

1 e, o 0

En este caso E,,,, = 500[Hz] y F, =10000[Hz]. Como E; > 2F,, 4,
de acuerdo con teorema de muestreo, x.(t) puede ser reconstruido
exactamente a partir de su secuencia de muestras x[n].



Aliasing

Cuando no se cumple con el teorema de muestreo se produce el
fendmeno de aliasing. Este fenomeno causa que sefiales continuas

distintas se vuelvan indistinguibles cuando se representan mediante
una secuencia de muestras.

F, = 8000[Hz], T = 125[us]

fo < E/2
Xo(t) = cos(2m1000t)

%,[n] = cos (gn)

fi>FE/2 o
1;,(t) = cos(2m7000t) .

1 [n] = cos(ﬂ,—fn) = 1]

R
T T T

Aliasing -



Ejemplo

xe(£) = x0c(8) +216(E) +x2(8) o \/\M\/\/\/\M\A/\/\m\/\j’ t

0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Xo(t) = 0.5c0s(2nFyt —m/2) & V/_\\—//,_\ t
F,=100 A4 o

X1c(t) =03 cos2nFit —m/4) oA AN Ay

F,=200 A
0 0.005 0.010 0.015 0020 0025 0.030
1 -
xz,:_-(t) = (0.2 cos (EEFZ t) 0 P A OO AA
F,=500 Joo
0 0.005 0.010 0015 0020 0025 0.030

En esta figura E,, ., = 500, entonces debe cumplirse que F, > 1000
para que x.(t) pueda ser reconstruida exactamente a partir de x[n].
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Ejemplo (continuacion)

1T
x[n] = xp[n] + x4[n] + x;[n] .;,‘TT_T-v. | .TTT,T-y. __TTT_T--r___"n
1] [T 11
ﬂzznf/FS 0 5 10 15 Zlﬂ 25 a0
1F ]
Xl = 05c0s(Qon —1/2) rTTT-Ll“-TTTTA*“L-TTTT-H“ n
Qy=m/5 At .
. :
xn]=03cos(Qn-m/4) ottt et et et et oty
Oy =2m/5 At .
. :
xg[n]:[}.chs(.an) L R R N R R N A B SR e
Qzﬁ":ﬁ At

x|n] = x.(nT) son las muestras de x.(t) con F;, = 1000.1 (T = 1ms).
Como F;, > 2E,,,,, x-(t) puede ser reconstruido a partir de x[n].
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Ejemplo (continuacion)

x[n] — xo[n] il xi[n] ‘|‘xg [Il] Q'TT”T TTT-'H'JI J.H'TTT”T 'rTT.'rTL J'JIJ.'TTTHT rTT-Hl “M' n

0 10 20 a0 40 50 60

Q=2nf/F _
Xp[n] = U.SCOS(Q[}H — H/z) o 111171 I 111111 ST o 111171, T n
QG= ﬂ-/l{] 1t . . . . . ]

2111 2177y 2111y RaAL] 2171

X1[n] =03 Cﬂﬂ(ﬂq n- ]'I/4) -::-'TT’-““ 1] T “I11E “I[e yremipt!

0y =m/5 At . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
1 -
Xs [n] = 0.2 Eﬂﬂ(ﬂ.g Il) T B e s s N a1
O, =m/2 =1 , , , , ,
0 10 20 30 40 50 60

x[n] = x.(nT) son las muestras de x.(t) con F, = 2000 (T = 0.5ms).
Como F;, > 2E,,,,, x-(t) puede ser reconstruido a partir de x[n].
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Ejemplo (continuacion)

x[n] = xyln] + xyn] + x,[n] u'“’T\-f‘wWM\ NWM\M‘LUF n
ﬂ — znf/FS 0 .'IZ ‘Ii ﬁ lli 1I1] 1I2 1I4 1Iﬁ 18
1r ]

Xyl =05c05(Qon —1/2) o1 T—T\\Ll/./f\ n
Q(}: H/3 At . 1

X1l =03 cos(Qyn —1/4) 3 . SN SN . = An

.Q:[ = 2”/3 -1
0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18
i :
Xs [n] =0.2 Eﬂﬂ(ﬂ.g Il) o N R N N N A B
Q;=5m/3 At , , . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

x|n] = x.(nT) son las muestras de x.(t) con F, = 600 (T =~ 1.66ms).
Como F;, < 2E,,4,, x-(t) no puede ser reconstruido a partir de x[n].
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Ejemplo (continuacion)

x(£) = xo,(£) + 21,.(t) + x5, (£) o AN \//\ \//\ \_’/‘f t

xr(t) ;LL xc(t) _1'.'}- ﬂ_ﬂl'l}ﬁ ﬂ.‘.l'ﬂﬂ ﬂ.(.'!l15 ﬂ.‘.l'}Zﬂ ﬁ.(.'!IZE 0.030
.F :
Xor(t) = xgc(t) 0 V/’H\\_///H\ t
; ‘.'} ﬂ.ﬂl'ﬂS ﬂ.‘.l'ﬂﬂ ﬂ.(.'!l15 ﬂ.‘.l'}Zﬂ ﬁ.(.'!IZS ﬂ.(;3ﬂ
i
x () =x(t) ) o N N e N N N
” 'U: ﬂ.ﬂl'l}!i ﬂ'.'&”'ﬂ' ﬂ'.ﬂ:15 ﬂ'.'&)?ﬂ' u_dza ﬂ'.(-}30'
i
xzr(t) # xz.::(t) — = ¢
0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

x,(t) es la sefal reconstruida a partir de la secuencia x[n] obtenida
en la figura anterior. Como F, < 2E,,,, Se tiene que x,-(t) # x.(t).
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Ejemplo de interpolacion practica
x[n] | ) xc(t)

Retén de ¢ T T \T\
orden cero I ‘\‘

0 1 2 3 4 5 6 7~

=)

Filtro de
suavizado

xc(t) ~ x(t)

s Nt

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

Para sefiales eléctricas, x,(t) se obtiene con un DAC R2R
Yy, x,-(t) se obtiene mediante un filtro paso-bajas eléctrico.



[XLR,F=s] = audioread('x kitt.mp3'); fFformato wav,mp3,mia

X = mean(xLE,2).": tobtencidon ®x[n]=xc(nT) monocaural. 2Z2=>prom cols
Lx = max(=size (x)): Fnum de muestras en x[nl]

n=0:1:Lx-1; Fhrreglo de indices de tiempo discreto
tl = 2: fFIn=tante inicial a desplegar en [seqg]
te = [ tl, tl + 5751000 ]: FIntervalo de tiempo a desplegar [=edq]
figure

subplot (2,1,1)
stem(n,x, "k.", '"Harker5ize',10, "LineWidth', 1)

¥lim({ round(tc*Fs) )

title('x[n] = =xc(nT} ")
subplot (2,1,2)
plot{ n* (1/F=), =X ) £T=1/F= Periodo de muestreoc en [3eg]

Xlim({ tc )
title("=xrit) ")

tLa tarjeta de =sonido interpola a:
player = audioplayer( x, F= };
playvblocking(player) ; ix[n] para reproducir xri(t)

Codigo de Matlab para leer x[n] = x.(nT) de un archivo de audio.
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0.4
55555555555555555555

 n(sxe®)

55555

I N,
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Sistemas continuos y sistemas discretos

Sistema

Un sistema es una interconexion de componentes, que transforma
senales de entrada en sefnales de salida. Este curso se enfoca en
sistemas de 1 entrada y 1 salida (o respuesta).

x — T{) > ¥ =T{x)
Entrada - Salida o
Sistema respuesta

Figura. Representacion entrada-salida de un sistema T.

« Sistema continuo: x(t) e y(t) son sefales de TC.

« Sistema discreto: x[n] e y[n] son sefales de TD.




Principales propiedades de los sistemas

- Linealidad

Un sistema continuo (o discreto) T es lineal, si y solo si cumple
con el principio de superposicion:

T{ayx; +azx; } = a;T{x1} + a;T{x;}

Para cualesquiera senales (0 secuencias) de entrada x; y x,, Y
cualesquiera constantes arbitrarias a, y a,.



Ejemplo
Verificar que el sistema T{x(t)} = |x(t)| no es lineal:

x,(t) |x,(D)]

/AN NS VAVEAVAN
N Y4
%,(t) [%,(6)]

|%,(0)+x(1)]
x,(t) +x,(t)

XD+
X(O+%0] F O] +]x(0)]

.". 1T es no lineal
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- Invariancia en el tiempo

Un sistema T continuo es invariante en el tiempo, si y solo si

rix@i=yt) = Tix(t-—a)j=yt—a)

para toda sefial de entrada x(t) y todo desplazamiento a € R en el
tiempo.

Un sistema T discreto es invariante en el tiempo, si y solo si
Tix[nl}=yln] = TixIn—-k]}=yln—k]

para toda secuencia de entrada x[n] y todo desplazamiento k € Z
en el tiempo.



x(t) y(®)

T
[
¢ U t
x(t-to) 1 T y(t=to)
i —>
N\ [
Lo t to U t

Invariancia en el tiempo continuo
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T
x[n-n] i T y[n-no]
. m
sosstossasattllillace— aasetersnss I

Invariancia en el tiempo discreto

FI UNAM MI EDGAR TELLO PALETA




- Causalidad

Un sistema causal o no anticipativo es aguel responde después de que
se presenta la senal de entrada y no antes.

X© . Yo

| —> |

i/\ Sistema )‘: \ -

to t Causal to U t
x(6) T y(©

i/\ Sistema J i ‘

to t  No causal tOU t
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- Estabilidad

Un sistema es estable en el sentido de entrada acotada-salida acotada
(estable BIBO), si toda entrada acotada produce una salida acotada.

T y(®)
— .

Sistema

X(t) Estable L
Salida acotada

C
T y(©

Entrada acotada ﬁ
Sistema /\ ‘
7 \/ \t

Inestable

\
Salida no acotada *



2. SISTEMAS LINEALES E
INVARIANTES EN EL TIEMPO

- Definicion
Un sistema lineal e invariante en el tiempo (sistema LTI) continuo
o discreto es aquel que posee las propiedades de linealidad e inva-

riancia en el tiempo. De aqui en adelante, el curso se enfocara en
el analisis de este tipo de sistemas.



Para un sistema LTI continuo (o discreto) T con respuesta al impulso
unitario h(t) =T{5(t)} (o h|n]=T{6[n]}), se puede demostrar que:

Sistema LTI continuo

x(t)—) h(t) F—y(t)

y(t) = x(t) * h(t)
T

Sistema LTI discreto

x[n]— hln] —>yln]

Entonces, las caracteristicas de cualquier sistema LTI estdn comple-
tamente determinadas por su respuesta al impulso unitario.




Ejemplo

x(t) l Sistema LTI Continuo y(t) 1
—> W) —>
- t - t
x(t) = u(t) h(t) = 2e*tu(t) y(t) = x(t) = h(t)
= [1-e™ *Ju(t)
X [n] Sistema LTI discreto y [n]
o) *
n n
x[n] = u[n] h[n] = 0.5™u[n] y[n] = x[n] * h|n]

= [2 - 05"|u[n]

En el tema 3, utilizando la transformada de Laplace (transformada Z),
se vera un método muy eficiente para determinar y(t) = x(t) = h(t)

(v[n] = x[n] * h[n]).



Para la respuesta de un sistema LTI continuo o discreto se tiene que:

Y=Ypt+Vn

Vp €s la respuesta permanente del sistema y persiste mientras dure la
entrada.

v, €s la respuesta transitoria del sistema y tiende a 0 conforme t 0 n
tiende a infinito, cuando el sistema es estable.

Ejemplo
Para las respuestas de los sistemas LT en el ejemplo anterior se tiene
que:

y(t) =i(£)/+:e‘2tu(t2

Yp(t) Yr(t)
y[n] = 2u[n] + —0.5"u[n]

yplnl Ynin]



Causalidad en téerminos de la respuesta al impulso

Para que un sistema LTI sea causal, su x[n]=46[n]
respuesta al impulso debe cumplir con: 1T
0 n
hin] =0, para n <0 h[?f]
cocoe TT??Q
en el caso discreto, y con 0 e
x(t) =6(t)
h(t) =0, para t <0 1
: 0 t
en el caso continuo. h(b)

—

0 t




Estabilidad en términos de la respuesta al impulso

Para que un sistema LTI sea estable, su respuesta al impulso debe

cumplir con:
+co
> Ihn]<e
n=—oo

en el caso discreto ( 1.e. h[n] es absolutamente sumable ), y con

+ 00
j |h(t)|dt < oo

en el caso continuo ( 1.e. h(t) es absolutamente integrable ).

En el tema 3 se vera un método muy eficiente para determinar la
estabilidad de un sistema LTI, utilizando la T. de Laplace en el caso
continuo, y utilizando la transformada Z en el caso discreto.



Sistemas LTI continuos representados mediante EDLSs

Una ecuacion diferencial lineal (EDL) de coeficientes constantes de
orden N junto con condiciones iniciales nulas (CI = 0) describe un
sistema LTI causal:

x@)— EPL L sy

CI=0
i d"y(w ib drx(t) o
ko dtk
k=0 k=0
d*y(0
CI nulas y( )=O, k=0,1,.. N—1
dtk

En un sistema modelado por una EDL junto con CI=0, a y(t) se le
conoce como respuesta de estado cero o resp. forzada del sistema.



Ejemplo
El siguiente sistema eléctrico (circuito RC)
R

+UUWH_ -
+ x(t): voltaje de entrada

x| i ¢=—=y@®

y(t): voltaje de salida

esta modelado por la siguiente EDL de orden N =1

Rc% +y(t) = x(t)

St x(t) =1u(t), al resolver la EDL anterior se obtiene la sol. general:

y@=[1 + Ce RC ] u(t)
yp(t) yh(t)




Considerando CI nulas, i.e. y(0) = 0, de la ec. anterior se tiene que:

1
0=1+Ce ®RC’ = ¢, =-1

Con condiciones iniciales nulas, el circuito RC se comporta como un
sistema LTI con respuesta (de estado cero) al escalon:

y(©) = [1— e~ Rt u(t)

t=0 t




Sistemas discretos FIR

Son aguellos sistemas discretos LTI con respuesta al impulso de

duracion finita. En la practica se implementan mediante la suma
de convolucion.

Ejemplo
Dada la secuencia x[n| = { % 2,3,5} yelsistema LTI FIR con

respuesta al impulso h[n] = {1}, 2,1}, obtener y|n] = x[n] * h[n].

Solucion
Lh—1

y[n] = h[n] * x[n Zh[k x|n — k] Zh[kx[n k]

k=—o0



Lx=4

Lh=3

xnl=(1,2.3,5} hin]=(42,1)

k=-3-2-1 0 1 2 3 4 5

Akl io[o]ofs]2]1]o]o]o;
n=0 x[-k] [5]3]2[1]0]0; >
=1 x[1-k] EREA] —>
n=2 x[2-k] AHE 1|‘ —>
n=3 x[3-k] s[3]2]1] —>
n=4 x[4-k] {0]5 2] —>
0=s x[5-k]  [6[o]32[1] >

—

Lh-1

yln] =Y hlk]x[n — k]

k=0

h[}(] x[n: K]
(4,2,1)+(1,0,0)=4

y[0] =
y[1]=(4,2,1)+(2,1,0)=10
y[2]=(4,2,1)¢(3,2,1)=17
y[3] = (4,2,1)(5,3,2)=28
y[4] = (4,2,1)+(0,5,3)=13
y[5] = (4,2,1)+(0,0,5)=5

Ly=nx+Ih-1=6 y[n]=(4,10,17,28,13,5)



function v = £ conv(x,h) FCalcula v[n] = x[n]l*h[n]

Lx = max(size(x)): itlx de x = [ x[0),=x[1]),...,X[Lx-1] ]
Lh = max(=ize(h)): 3Lh de h = [ h[0],h[1]),... ., A[Lh-1] ]
¥xn k = zeros(l,Lh); *xn k = [0,0,...,0], de duracion Lh

X = [x zero=(1l,Lh-1)]; %x = [x[0),...,%x[Lx-1],0,0,0,0]
y = zeros(l,Lx+Lh-1); %y = [0,0,0,...,0], Ly=Lx+Lh-1

n=1;
while n <= Lx+Lh-1
xn k(l) = =x(n);
for k= Lh : -1 : 2
vin) = vin) + hik)*xn k(k):
¥xn k(k) = =#2n k( k-1 ):
end
vin) = vin) + h(l)*xn k(1):
n = n+l:;
end

end

Funcién en Matlab para calcular la convolucion.
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[XLR,F=z] = audioread('x kitt.mp3'):; i(fformato wav,mp3,mda

= = mean(=xLE,2).":! fobtencidn x[n]l==xc(nT) monocaural. Z=>prom cols
h = (1/256)*%[3,5,7,9,12,15,17,19,21,22,22,22,21,19,17,15,12,9,7,5,3]:
v = f convix,n); 2v[n] = ®x[n]l*h[n] aplicacion del =sistema FIE

Lx = max(size(x)): Tnum de muestras en x[n]

n=0:1:Lx-1; Thrreglo de indices de tiempo discreto
tl = 4.07; TFIn=tante inicial a desplegar en [sedg]

te = [ tl, €1 + 1051000 ];: FIntervalo de tiempo a desplegar [=eqg]

Ffigure
subplot (2,1,1)
plotc| n*(1/F=s), = ) £2T=1/F= Periodo de musestreo =en [=seg]

xlim({ tc )

title("=®xri(t) ")

subplot (2,1,2)

plotc| n*(1/F=3), w(l:Lx) ) 2T=1/F= FPeriodo de musestreoc =n [s3eg]
x1lim( teo )

title("vrit) ")

TLa tarjeta de =sonido interpola a:

player = audioplaver|( =, F= ):

plavblocking (plaver) i(x[n] para reproducir xr(t)
player = audioplaver|( v, F= ):

playvblocking (player) ; Tv[n] para reproducir yr(t)

Codigo de Matlab para aplicar un sistema FIR a una sefial de audio.
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< Figure 1 - =

File Edit View Insert Tools Desktop Window  Help »

xr(t)

0.5

4.07 4,072 4.074 4,076 4.078 4.08

t
= yr(t)
D L
-0.5 : : : :
4.07 4072 4.074 40786 4078 4.08

Sefales de audio muestreadas a Fs = 44100[Hz]
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Sistemas discretos IIR

Son sistemas discretos LTI con respuesta al impulso de duracion
Infinita. Un sistema IIR causal se puede describir mediante una
ecuacion en diferencias lineal (EDL) de coeficientes constantes de
orden N > 0, junto con condiciones iniciales nulas (CI = 0):

x[n] — (]:EII:)% —> y[n]

N

M
D awyn—k =) bx[n—k] 4)
k=0

k=0

Clnulas y[-1] =y[-2] =--=y[-N] =0



Con N > 0, laec. (4) puede reescribirse en su forma recursiva como:

M N
1
yin] = - ;bkx[n—k]—kzaky[n—k] , (5)

=1

La ecuacion (5) expresa el valor de la salida en el instante n, en
funcion de la sefal de entrada y de N valores previos de la sefal
de salida.

En la practica, los sistemas IIR se implementan mediante ecuaciones
en diferencias en su forma recursiva.



Ejemplo
Para el sistema LTI descrito por la EDL de orden 2

yln] — 2y[n — 1] + 4y|n — 2] = 2x[n] + 5x|[n — 1] — 3x[n — 2]

Considerando la entrada x|[n] = { 1, 2, 3 }, obtener y[n] para
n=0,1,2 3,4 t

Sol.
Primero se reescribe la ec. en diferencias en su forma recursiva:

yln] = 2x[n] + 5x|n — 1] — 3x[n — 2] + 2y|n — 1] — 4y[n — 2]
Como el sistema es LTI se consideran Cl nulas: y[—1] = y[-2] = 0.

Entonces se procede a obtener y[n] paran=0, 1, 2, 3, 4:



y[n] = 2x[n] + 5x[n -1] - 3x[n -2] + 2y[n - 1] — 4y[n - 2]

5x[-1] — 3x[-2] + 2y[-1] — 4y[-2]
5X0 —3X0 4+ 2X0 —4x0 =2

5x[0] —3x[-1] + 2y[0] — 4y[-1]
5Xx1 —3X0 + 2%x2 —4%x0 =13

5x[1] — 3x[0] + 2y[1] — 4y[0]
5Xx2 —3x1 + 2%x13 —4x2 =31

5x[2] — 3x[1] + 2y[2] — 4y[1]
5Xx3 —3%x2 4+ 2%X31 —4%x13=19

5x[3] — 3x[2] + 2y[3] — 4y[2]
5X0 —3Xx3 4+ 2%Xx19 — 4x31=-95

I
(N
X
w

+ 4+ + 4+ 4+ 4+ ++ + +

yln] = {%, 13, 31, 19,—-95, ...}



Fyn = £ recNZ(a,b,xn) resuelve de forma recursiva la EDL

% aly[n]+aly[n-1]+aZ2y[n-2] = bix[n]+blx[n-1]4+bZ2x[n-2]
%Recibe a=[abd al a2 ], b= [ b0 bl b2 ],
%(Recibe xn = [ x[0),=x[1],...,=x[L=x-1] ]

fDevuelve von = [ v[0),vI[1),-..,v[Lx-1] ]

function yn = £ recHZ(a,b,xn)

xn 1 = 0; % =se considera x[n] casual
xn 2 = 0; % se considera x[n] casual
yn 1 = 07 % =se conslidera sistema LTI => CI==0
yn 2 = 0; % se considera sistema LTI => CIa=0

Lx = max(=size(xn)); ¥ Longitud del arreglo =xn
voL = zeros(1l,Lx); % para los PRIMEERCS Lx VALORES de v[n]
for i = 1:1:Lx
ty[n] = ( 1/a0 ){ bO0x[n]+blx[n-1]+b2x[n-2]-aly[n-1]-a2yv[n-2] )
yoi{i) = (1/a(l))*({ b{l)*xn(i) + b:E}*Rn_l + b:E}*Rn_E...
- af2)*yn 1 - a(3)*yn 2 );
yon 2 =vyn 1;
yo 1 yn{i);
xn_E xn_l;

xn 1 = xn(i):
end
end

Funcion en Matlab que implementa la ec. (5) para N = 2.
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[XLR, F=z] = audioread('x kitt.mp3"): Fformato wav,mp3, mi3a

x = mean(=x=xLE,2).": Tobtencidn x[n]l=xc (nT) monocaural. Z2=>»prom col=s
asz = [ 218, -3392, 172.2 1:

b = [ 1, 2, 1 1:

v = £ recHZ(a=s,bs,x): Taplicacidn de un sistema IIR, N=2
Lx = max(=ize(x)): Tnum de muestras en x[n]

n = 0:1:Lx-1; Fharreglo de indices de tCiempo discreto
tl = 4,.07; EFIn=s=tante inicial a desplegar en [=segl]
te = [ £l, ©tl + 1051000 ]: EFIntervalo de tiempo a desplegar [=segl]
figure

subplotc (2,1,1)

ploc{ n* (1/F=), = ) £T=1/F= Feriodo de musstreoc en [S=g]

xlim({ to )

title ('xr(t) ')

subplotc (2,1,2)

plot( n* (1/F=), wvwi(l:Lx) ) 2T=1,/F=s Periodo de musestreoc en [seg]
xlim({ to )

title('vr(t) ')

FLa tarjeta de =sonido interpola a:

player = audioplayer(|( =, F= }:

plavblocking (playver) ; Tx[n] para reproducir =Xr(t)
player = audioplavyer(| v, F= ):

plavblocking (plavyver) - Fv[n] para reproducir yvrit)

Codigo de Matlab que aplica a una sefial de audio el sistema IIR:
218y[n] — 392y[n — 1] + 178.2y[n — 2] = x[n] + 2x[n — 1] + x[n — 2]
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< Figure 1 - =

File Edit View Insert Tools Desktop Window  Help »

xr(t)

0.5

4.07 4,072 4.074 4,076 4.078 4.08

e yr(t)

-0.4 ' ' ' '
4.07 4,072 4.074 4,076 4.078 4.08

Sefales de audio muestreadas a Fs = 44100[Hz]
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3. ANALISIS DE SISTEMAS LTI,
MEDIANTE
LAS TRANSFORMACIONES
DE
LAPLACEY Z
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Representacion de los sistemas LT continuos mediante la
transformada de Laplace

Transformada de Laplace (unilateral)

La transformada de Laplace de una sefal x(t) se define como:
+ 0

L)) = X(s) = f (t)e-Stdt (6)

0

X(s) esunafuncion de la variable compleja s =0 + jw. La
relacion entre x(t) y X(s) tambien se puede denotar como:

L
x(t) — X(s)

Para la transformada inversa de Laplace se tiene la expresion
o+ joo

L7HX(s)} =x(t) = 2—71T] e X(s)eStds



Principales propiedades de la transformada de Laplace

Propiedad Senales causales T. de Laplace
x(t) X(s)
x1(t) X1(s)
X (t) XZ (S)
Linealidad ax,(t) + bx,(t) | aX{(s)+ bX,(s)
Convolucion x1(t) * x5 (t) X1(s)X,(s)

Diferenciacion en el
dominio del tiempo

Desplazamiento en s

Diferenciacion en el
dominio de s

dn
aen < (0)
e x(t)

—tx(t)

SnX(S) _an—kx(k—l)(o)
k=1

X(s—a)

= X(s)




Transformadas de Laplace de funciones elementales

Senales causales T. de Laplace ROC
5(t) 1 El plano s
1
u(t) 3 Re{s} >0
—at 1
e u(t) s+a Re{s} > —a
i : Refs)
—at eiss > —a
(n—1)! e”%u(t) (s+a)™
_at S+a
e~ cos(wyt) u(t) G a2t w2 Re{s} > —a
Wo
e"“sen(wot) u(t) | (s+a)? + 0,2 Re{s} > —a




Transformada inversa util en el metodo de expansion en fracciones

parciales, valida cuando s + Bs + y tiene raices complejas
conjugadas (i.e. B2 —4y <0):

L1 { bs+e } = e~ %[4; cos(wgyt) + A, sen(wqyt)]u(t)

s2+Bs+y
Donde
a=058 wy,= 054y — B2
y
2C — BB
A, =B, A, = 7o
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Funcion de transferencia de sistemas continuos LTI

Como ya se estudio, para un sistema LTI continuo, con respuesta
al impulso h(t), se tiene en el dominio del tiempo que:

x(t)—) h(t) pP— y(¢)
y(t) = x(t) * h(t)

Aplicando la T. de Laplace y su propiedad de convolucion a la ec.
anterior, se tiene en el dominio de la transformada que:

X(s)—) H(s) —>>Y(s)

Y(s) = X(s)H(s)

L{h(t)} = H(s) = T es la funcidn de transferencia del sistema.




Ejemplo
Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h(t) = 2e~?tu(t),
determinar la respuesta del sistema a la entrada x(t) = u(t).

Sol.
De tablas de la transformada de Laplace tiene que:

1
X(S)Zg y H(S)=ZS+2

Entonces

o= v = () ()

Como Y () es un funcidn racional propia, para obtener y(t) median-
te el uso de tablas de la T. de Laplace, se procede a realizar la expan-
sion en fracciones parciales de Y (s):



2 _A+ B
s(s+2) s s+2

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por s(s + 2) se obtiene:

2=A(s+2)+ Bs
De la ec. anterior

con s=0, 2=A4A02) = A=1
con s=-2, 2=B(-2) > B=-1
1 1
Y(s) =——
(s) s Ss+2

Aplicando la T. Inversa a la ec. anterior, "por tablas", se obtiene:

y(0) = u(®) — e u(t) = [1 - e #Ju(0) |
|
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Para obtener H(s) en el caso de un sistema LTI continuo represen-
tado mediante una EDL junto con CI nulas:

Se aplica la T. de Laplace a ambos lados de la EDL (3)

A d*y(t) - d*x(t)
L{Z“k dtk }:L{zb" dtk }
k=0

k=0

Utilizando las propiedades de linealidad y de diferenciacion de la
T. de Laplace en ambos lados de la ecuacion anterior se obtiene:

N

M
a.s®Y(s) = ) b.s*X(s)
> ; .

k=0

N M
obien  Y(s) z aps® = X(s) z by s
k=0 k=0



Finalmente, de la ecuacion anterior se obtiene:

Y(s) Yk=obrs® = P(s)
X(s) IN_parsk=Q(s)

H(s) = (7)

Las raices del polinomio P(s) se conocen como los ceros del siste-
ma. Las raices del polinomio Q(s) se conocen como los polos del

sistema. En el plano s, cada cero se representa con una "o" y cada

polo se representa con una "x".

Teorema de estabilidad

Un sistema causal con H(s) racional es estable ( h(t) es absoluta-
mente integrable ) si y solo si todos los polos de H(s) se ubican en
la parte izquierda del plano s ( 1.e. todos los polos tienen parte real
negativa).



Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal representado por la siguiente EDL de
orden N =3.

cy©  dy® | dy@® dx(t)

FTEIL Y dt —4y(t) = dt +9x(t)

Obtener H(s) y determinar si el sistema es estable.

Primero

d>y()  d*y(@©)  dy(®) dx(t)
L{ 153 + qc2 _47_4}}(1:)} =£{7+9X(t)}

De las propiedades de linealidad y de diferenciacion se obtiene

s3Y(s) + s2Y(s) — 4sY(s) — 4Y(s) = sX(s) + 9X(s)



O bien (s3+5s?—45s—4)Y(s) = (s +9)X(s)
Finalmente
Y(s) s+9

X(s) s345s2—4s—4
|

H(s) =

Para este sistema Q(s) = s3 + s — 4s — 4, y sus polos son:
P1:_2, P2:_1, P3:2

el sistema no es estable, ya que un polo de H(s) cae en la parte
derecha del plano s (1.e. un polo tiene parte real positiva).

W Plano S

KK o3 g
-2 -1 2




Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal representado por la siguiente EDL de
orden N = 2.

d? d
= O 43 % + 2y() = 4x(t)

Obtener H(s), determinar si el sistema es estable, y obtener la
respuesta del sistema a x(t) = u(t).

Primero

d? d
£{ = O 4 3 %t) + Zy(t)} = L{4x(t)}

De las propiedades de linealidad y de diferenciacion se obtiene

s2Y(s) + 3sY(s) + 2Y(s) = 4X(s)



O bien (s> +3s+2)Y(s) =4X(s)

Finalmente
Y(s) 4

H(S):X(S)_52+35+2

Para este sistema Q(s) = s? + 3s + 2 = as? + bs + ¢, y sus polos
son:

b —b £ Vb2 —4ac -3 1,/32 —4(1)(2)
Le ™ 2a - 2(1)
P1 — —1, P2 = -2
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Entonces
B 4
s243s4+2 (s+1D(s+2)

H(s) =

el sistema es estable, ya que los 2 polos de H(s) caen en la parte
Izquierda del plano s (los 2 polos tienen parte real negativa).

Plano S
W
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Para obtener la respuesta del sistema a x(t) = u(t):

Primero, de tablas se obtiene que X(s) = % luego se tiene que:

4 1
Y(s) = H(s)X(s) = (s+1)(s +2) <E)

4

Vis) = s(s+1)(s+2)

Como es un funcion racional propia, es posible realizar la
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expansion en fracciones parciales de Y (s):

4 A B C

=—+ +
s(s+1)(s+2) s s+1 s+2

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por s(s + 1)(s + 2)
se obtiene:

4 =AG+1)(s+2)+Bs(s+2)+Cs(s+1)
con s=-1, 4=B(-1)(1) = B=-4
con s=-2, 4=C(-2)(-1) = (C=2
con s =0, 4 =A1)(2) > A=2

Y()—Z 4 N 2
S_S s+1 s+2




Aplicando la T. Inversa de Laplace a la ecuacion anterior se
obtiene:

_ (2 4 2
LY} =1L 1{E_S+1+S+2}

R R ERI A

Mediante tablas
y(t) = 2u(t) — 4e”tu(t) + 2e *tu(t)

y(t) = [2 — 4e~t + 2e 2t u(e) ‘
I
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Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal con funcion de transferencia

5
H(§)=§2+2§+5

determinar si el sistema es estable y obtener la respuesta del
sistema a la entrada x(t) = u(t).

Para este sistema Q(s) = s?+2s +5 =as? + bs + ¢, y sus
polos son:

o _ —b£Vb? —4ac —2+4/22-4(1)(5) -2%4j
Le ™ 2a - 2(1) 2

P =—-1%2j



Entonces

el sistema es estable, ya que los 2 polos de H(s) caen en la parte
1zquierda del plano s (los 2 polos tienen parte real negativa (—1) ).

Plano S
W
PiX--12
|
_1': o
Px |2
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Para obtener la respuesta del sistema a x(t) = u(t):

Primero, de tablas se obtiene que X(s) = <, luego se tiene que:

1
S

Y(s) =H(s)X(s) = 52 + zg +5 <1>

s
5
+2§+5)

Y(i) = E(gz

Entonces, se realiza expansion en fracciones parciales de Y (s):
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5 A Bs+C

§(§2+2§+5):§+§2+2§+5

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por s(s? + 2s + 5)
se obtiene:
5=A(s>+2s+5)+s(Bs+C)
con s =0, 5=405) > A=1
con s =1, 5=18)+1B+C) = B+C=-3
con s=-1, 5=14)-(-B+C) = B-C=1

=1, = -2
Entonces




O bien
1 s+2

s s24+2s+5

Y(s) =

_ Bs+C _
L1 {52+S,Bs+y} = e~ %[A4, cos(wyt) + A, sen(wyt)]u(t)

a=058=052)=1

wo = 0.5/4y — B2 = 0.5/4(5) — (2)2 =2
o _20-Bp 20-(D(@)
M=E=l =T T T 2

0.5

Aplicando a Y (s) la T. de Laplace inversa "por tablas", se obtiene:

y(t) = u(t) — e t[cos(2¢t) + %Sen(Zt)]u(t)



Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal con funcion de transferencia

252 +10s+9

H —
(s) s3+5s2+4+8s+4

determinar si el sistema es estable y obtener h(t).

Para este sistema se tiene que

Q(s) =s3+5s°+8s+4
=(s+1)(s + 2)?

Yy sus polos son:
P]_:_l, P2:P3:_2

Como todos los polos tienen parte real negativa, el sistema es
estable.



Expansion en fracciones parciales de H(s):

2s*+10s+9 A N B N C
s34+5524+8s+4 s+1 s+2 (s+2)2

Se puede comprobar que (tarea moral):
A=1, B =1, C =3

Por lo que
1 1 3

H(s) =
() S+1+S+2+(S+2)2

y de tablas

h(t) =[e7t + e %t + 3te *tJu(t)
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Ejemplo (con CI no nulas)
Dado el sistema representado por la siguiente EDL de orden N =1

y'(t) + 2y(t) = 2x(t)

con condiciones iniciales no nulas, y(0) # 0. Obtener la respuesta
del sistema a x(t) = u(t).

Aplicando la T. de Laplace y su propiedad de linealidad se obtiene

Ly'(®)) + 2Ly (0)) = 2L{x(2)]

Aplicando la propiedad de diferenciacion en el tiempo de la T. de
Laplace se obtiene

sY(s) —y(0) + 2Y(s) = 2X(s)



sY(s) +2Y(s) = 2X(s) + y(0)

(s+2)Y(s) =2X(s) + y(0)

() = 2 X(5) + =5 ¥(0)

U)IF—‘

De tablas, para x(t) = u(t) se tiene que X(s) =

Y(s) =

(s+2)s

Entonces donde sea necesario, se procede a realizar la expansion
en fracciones parciales de los sumandos de Y (s):

2 ___A B
(s+2)s s+2 s




Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por (s + 2)s se obtiene:
2=As+ B(s+2)

con s =0, 2=B2) = B=1
con s = —2, 2=A4(-2) = A=-1

De esta forma se obtiene que

-1 1 1

Y = — 4+ — 0
(s) S+2+S+y( )S+2

Aplicando la T. de Laplace inversa por tablas se obtiene
y(t) = —e~**u(t) + u(t) + y(0)e " u(t)
y)= [1—eu®) + y(0)e **u(t)

v,s(t) res. de estado 0 y,i(t) res. de entrada 0




Representacion de los sistemas LTI discretos mediante la
transformada Z

Transformada Z

La transformada Z de una secuencia x[n] se define como:
+ 00

Z{x[nl} = X(@) = ) xln]z" (8)

n=—oo

X (2) es una funcién de la variable compleja z = re/. La
relacion entre x[n] y X (z) tambien se puede denotar como:

Z
x|n] «— X(z)
Para la transformada Z inversa se tiene la expresion

1
Z YHX(2)} = x[n] = T X(2)z" tdz



Ejemplo:

Obtener la transformada Z de x|n] = a™u|n].
+ 00 +00
X(2) = z Z = 1\1/1m Z(az‘l)n
n=-—o0o n=0 =0
N 1 — bN+1
como z b™ = b#1 beC entonces
n=0 1—-b
1 — (aZ—l)N+1 1 4
X(z)—-&gg) R e a— |aZ |<11
1 Z
Z{a"u|n]} = : 1z| > |a| (ROC)

1—az™l! z-—-a

ROC: region de convergenciade laT. Z (en el plano 2).



Principales propiedades de la transformada Z

Propiedad Secuencia Transformada Z

x[n X(z)

x1[n X1(2)

xz[n X5(2)
Linealidad axq|n] + bx,[n] | aX{(z) + bX,(z)
Convolucion xq[n] * x,[n] X1(2)X,(z)
Desplazamiento en n x[n — a] z %X (z)
Escalamiento en Z ax|n] X(a 1t2)
Diferenciacion en Z nx[n] _, 3@

dz




Transformadas Z de secuencias elementales

Secuencia Transformada Z ROC
5[n] 1 El plano z
1
uln] g 1z| > 1
auln| 1 1z| > |al
1—az~1
n az™ !
na™u|n] z| > |a
(1 —az"1)2
1-— 0z~ 1
p™ cos(Qgn) u[n] (pcosQo)z 1z| > p
1— (2pcosQy)z=1 + p2z=2
(psenQy)z~1
p" sen(Qon) uln] : 1z| > p

1— (2pcosQy)z=1 + p?z=2




Transformadas Z de secuencias elementales

Secuencia Transformada Z ROC
5[n] 1 El plano z
z
un] 71 1z| > 1
A
au[n] Z—a 2| > |al
az
na™u|n] (Z — a)? 1z| > |a]
2
— Q)
o™ cos(Qen) uln] z— (peostle)z > p
z2 — (2pcosQy)z + p?
(psenfly)z
p" sen(Qon) uln] 22 — (2pcosy)z + p2 1z| > p




Transformada Z inversa util en el método de expansion en fraccio-
nes parciales, valida cuando z2 + Bz + y tiene raices complejas
conjugadas (i.e. B2 —4y < 0):

Z_1 { BZ2+CZ

ZZ+,BZ+)/} = p"[A4 cos(Qgn) + A, sen(Qgn)Jun]

Donde




Funcion de transferencia de sistemas discretos LTI

Como ya se estudio, para un sistema LTI discreto, con respuesta
al impulso h[n], se tiene en el dominio del tiempo que:

x[n]— hln] F—yln]
yln] = x[n] * h{n]

Aplicando la transformada Z y su propiedad de convolucion a la
ec. anterior, se tiene en el dominio de la transformada que:

X(2)—) Hz) =Y

Y(z) =X(2)H(2)

Z{h|n]} = H(z) = (—; es la funcion de transferencia del sistema.




Ejemplo
Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h[n] = 0.5™u[n],
determinar la respuesta del sistema a la entrada x[n] = u[n].

Sol.
De tablas de la transformada Z se tiene que:

X(z) T z—1 y H) ~Z-05
Entonces

Y(z) = X(z)H(z) = (Z i 1) (z —ZO.S)

Como Y (z)/z es una funcion racional propia, para obtener y[n] me-
diante el uso de tablas de la T.Z, se procede a realizar la expansion en
fracciones parciales de:

Y(z) Z

Z (z—1)(z—-0.5)




Z B A N B
(z—1)(z-05) z—1 z-0.5

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por (z — 1)(z — 0.5) se

obtiene:
z=A(z—-05)+B(z—-1)

De la ec. anterior

con z =1, 1 = A(0.5) = A=2
con z=0.5, 05=B(-0.5) = B=-1
V(z) = 27 _ Z
z—1 z-0.5

Aplicando la T. Z. inversa a la ec. anterior, "por tablas", se obtiene:

yln] = 2u[n] — 0.5™u|n] = [2 — 0.5"]u|n]
|




Para obtener H(z) en el caso de un sistema LTI discreto represen-
tado mediante una EDL junto con CI nulas:

Se aplica la transformada Z a ambos lados de la EDL (4)

N
Z:bkxn k}

Z apy|n — k]
k=0

Utilizando las propiedades de linealidad y de desplazamiento en n

de la transformada Z en ambos lados de la ec. anterior se obtiene:

Z

N

M
a.z %Y (2) = b,z *X(2)
> ; .

k=0

N M
obien Y(2) z arz % = X(2) Z b,z ¥
k=0 k=0



Finalmente, de la ecuacidn anterior se obtiene:

Y(2) SMobz® NI bz = P(2)

X@ Yiooamz* NI az7F = Q(2)

(9)

Cuando el sist. representado por H(z) es causal se tiene que N > M,
lo que implica que P(z) y Q(z) son polinomios. Las raices de P(z) se
conocen como los ceros del sistema. Las raices de Q(z) se conocen
como los polos del sistema. En el plano z, cada cero se representa
con una "o0" y cada polo se representa con una "x".

Teorema de estabilidad

Un sist. causal con H(z) racional es estable ( h[n] es absolutamente
sumable) si y solo si todos los polos de H(z) caen dentro del circulo
unitario del plano z (i.e. todos los polos tienen magnitud menor a 1).



Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal representado por la siguiente EDL de
orden N =3.

y[n] + 0.5y[n — 1] — 4y[n — 2] — 2y[n — 3] = x[n] + x[n — 1]
Obtener H(z) y determinar si el sistema es estable.

Primero

Z{y[n] + 0.5y[n — 1] — 4y|n — 2] — 2y[n — 3]} = Z{x[n] + x[n — 1]}

De las propiedades de linealidad y de desplazamiento en el tiempo
se obtiene

Y(z) +0.5z7Y(2) —427%Y(z) — 2273Y(2) = X(2) + z7'X(2)



O bien (14+05z71—42z72-223) Y@ =0 +z"YHX(2)

Finalmente
Y(z) 1+z71 B z3 + 7?2
X(z) 1405z 1—4z72-2z"3 2340522 —4z—2

H(z) =

I
Para este sistema Q(z) = z3 + 0.5z% — 4z — 2, y sus polos son:

P1:_2, PZZ_O.S, P3:2

el sistema no es estable, ya que los polos P; y P; de H(z) caen fuera

del circulo unitario.
Im Plano Z

AR .
) wj 2




Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal representado por la siguiente EDL
de orden N=1

y[n] = 0.3y[n — 1] = x[n]

Obtener H(z), determinar si el sistema es estable, y obtener la
respuesta del sistema a x[n] = 0.3™u[n].

Primero
Z{y[n] — 0.3y[n — 1]} = Z{x[n]}

Utilizando las propiedades de linealidad y desplazamiento en
el tiempo se obtiene

Y(z) —0.3z7Y(2) = X(2)



O bien
(1-03z"HYY(2) = X(2)

Finalmente
Y(2) 1 Z

“X(z) 1-03z! z-023

Para este sistema Q(z) = z— 0.3,y supoloes P, = 0.3

El sistema es estable ya que su polo se encuentra dentro del circulo

unitario. Im Plano Z

.
N
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Para obtener la respuesta del sistema a x[n] = 0.3™u|n]:

Primero, de tablas se tiene que X(z) = ﬁ, luego se tiene que:

VA Z
Y(z) =H(2)X(z) = 7 — 0.3 (Z — 0.3)

Entonces, para garantizar que se trabaja con una funcion racional
propia, se procede a realizar la expansion en fracciones parciales
de

Y(z) A
z  (z—0.3)2




Z A B

Z—03)2 2z—-03  (Z=03)?

Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por (z — 0.3)?
se obtiene:

z=Az—-03)+B

con z = 0.3, 0.3=R8
con z = 0, 0=A4(-03)+03 = A=1
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Y(z) 1 N 0.3
z z—03 (z—-0.3)2

entonces
Z 0.3z
_I_
z—0.3 (z-—0.3)2

Y(z) =

aplicandoa Y (z) laT. Z inversa "por tablas", se obtiene:
yln] = (0.3)*u|n] + n(0.3)"u[n]

yln] = (1 +n)(0.3)"u[n]
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Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal representado por la siguiente EDL
de orden N=2

y[n] + 2.5y[n — 1] + y[n — 2] = 9x[n — 1] + 9x[n — 2]

Obtener H(z), determinar si el sistema es estable, y obtener la
respuesta del sistema a x[n| = u[n].

Primero
Z{y[n] + 2.5y[n — 1] + y[n — 2]} = Z{9x|n — 1] + 9x[n — 2]}

Utilizando las propiedades de linealidad y desplazamiento en
el tiempo se obtiene

Y(z) + 2527 (2) +z27%Y(2) =927 X(2) + 927%X(2)



O bien
(1425271 +272)Y(2) = (9271 +9279)X(2)

Finalmente
Y(z)  9z7'+9z77 9z+9

H = = =
(2) X(z) 1425z 14z72%2 z2425z+1

Para este sistema Q(z) = z? + 2.5z + 1 = az® + bz + ¢, y SuUS
polos son:

o _—hEVbT—dac _ —25+(@52-4 -25+15
12 = 24 - 2(1) - 2

P1=_0.5, P2=_2
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Entonces

9z +9 9z+9

HE) = 25,71 G108 +2)

El sistema no es estable ya que uno de sus polos cae fuera del
circulo unitario.

Im Plano Z

A —
N
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Para obtener la respuesta del sistema a x|[n]| = u[n]:

Primero, de tablas se obtiene que X (z) = ﬁ luego se tiene que:

Y(2) = HDX(2) = ——e e ()
2SI = 05z +2) \7 — 1
Entonces, para garantizar que se trabaja con una funcion racional
propia, se procede a realizar la expansion en fracciones parciales
de

Y(z) 9z+4+9

z  (z+05)(Ez+2)(z-1)




9z +9 A N B N C
(z+05)(z+2)(z—1) z+05 z+2 z-1

Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por
(z+ 0.5)(z+ 2)(z — 1) se obtiene:

90z+9=A(z+2)(z—1)+B(z+05)(z—-1)+C(z+0.5)(z+ 2)

con z = —0.5, 45=A4(15)(-15) = A=-2
con z = —2, —9=B(-15)(-3) = B=-2
con z = 1, 18 = C(1.5)(3) = (=4



Y(2) —2 —2 4
= + +
Z z+05 z4+2 z-1
entonces
Y(z) = —2 22 44 =
2) = z+ 0.5 Z+ 2 z—1

aplicando a Y(z) laT. Z inversa "por tablas", se obtiene:

y|n]
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—2(=0.5)"u[n] — 2(—=2)"u[n] + 4u|n]

yln] = 1[4 —2(=0.5)" = 2(=2)" Juln]




Ejemplo:
Dado el sistema LTI causal con funcidén de transferencia
32+ 2

H(z) =
(2) z2—z+4+0.5

determinar si el sistema es estable y obtener su respuesta al
escalon.

Para este sistema Q(z) = z? —z + 0.5 = az? + bz + ¢, y Sus
polos son:

P _—bi\/b2—4ac_1i 1-—2
Le ™ 2a 2(1)

|
|l
N | =
I+
—.
N | =



Entonces

H(2) 32+ 2 p 1
Z — e
2 12 V2

z2—z+4+0.5’
Este sistema es estable ya que los dos polos de H(z) caen dentro
del circulo unitario (i.e. los 2 polos tienen magnitud menor a 1).

jm
2

e

Im Plano Z

NE
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Para obtener la respuesta del sistema a x|[n]| = u[n]:

Primero, de tablas se obtiene que X (z) = ﬁ luego se tiene que:

Y(z) = H(2)X(z) = /2 3_ZZ+.|_20_5 (z i 1)

Entonces, se procede a realizar la expansion en fracciones par-
ciales de

Y(z) 3z + 2

Z (z—-1)(z2 —z+0.5)




3z 4+ 2 A Bz+C

(Z—l)(ZZ—Z+O.5):Z—1+ZZ—Z+0.5

Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por
(z —1)(z%? — z + 0.5) se obtiene:

3z+2=A(z*-2z+05)+(Bz+C)(z—-1)
con z =1, 5=4(05 = A=10
con z =0, 2=10005)+C(-1) = (=3

con z=-1, -1=10125)+(-B+3)(-2) = B=-10

Y(z) _ 10 —10z+3
z z—1 z2—2z+405




10z% — 3z
z—1 z42—2z4+0.5

Y(z) =10

_1 ( Bz*+cC
z-1 {zziﬁzjy} = p"[A; cos(Qyn) + A, sen(Qyn)|uln]

p=+7=v05Qy=cos? (2_7[37) = cos~! (2\/10?) = %,

o _ 2C-BB _ 2(=3)-(10)(-1) _ 4
A =B =10, A;= 2psenf,  2v05sen(n/4) 1

=4
Aplicando a Y(z) laT. Z inversa "por tablas", se obtiene:

yln] = llO — (\/—%)n [10 COS Gn) + 4 sen Gn)” u|n]




Discretizacion de sistemas continuos

Es posible transformar un sistema continuo H.(s), en un sistema
discreto H, (z), mediante la ecuacion:

Hq(z) = Hc(s) | _ 2 (ﬁ)

T \z+1

Donde T es el periodo de muestreo utilizado, y s = %(g) es la
Transformacion bilineal entre los planos Sy Z.

La transformacion bilineal surge de aproximar mediante muestreo
periodico e integracion numerica trapezoidal, la ec. diferencial de
un sistema LT1 continuo mediante una ecuacion en diferencias de un
sistema LTI discreto.




Ejemplo

94nF ——

vin(t) \/\/\/\ ¢
2.4k() 2.4k

Vout (t)

—— 47nF

El circuito eléctrico mostrado en la figura anterior implementa un
sistema LTI continuo (filtro paso-bajas Butterworth de orden 2 con
frec. de corte F. = 1000[Hz]) con funcion de transferencia:

aZ

H.(s) = , a= 211000
c(8) s2++2as+ a?

Con F, = 44.1|kHz], discretizar el sistema anterior utilizando la
transformacion bilineal y obtener la EDL correspondiente.



Solucidn
Con la transformacion bilineal es posible discretizar un sistema LT]
continuo hacia un sistema discreto LTI IIR mediante la ecuacion:

Hy(z) = H.(s)

S = _(z+1
Para el problema a resolver:
2
a
Hy(z) = _
s2+V2as+a?|S= T(z+1
2
a
Hy(z) =

ED) +v7a (2E5D) v

;



a’(z + 1)°

Hd(Z) — 4. a
ﬁ(z—1)2+2\/§T (z—D(z+ 1)+ a?(z + 1)?

a’(z*+2z+1)

%(22—22+1)+2\/_a( 2—1)+a?(z?+2z+1)
B z?+ 2z +1
a24T2(22—22+1)+2\/_( 2—1)+ (z2+2z+1)

z2+2z+1

4 22 8 4 22
((aT)z *oar 1) 7+ (2- (aT)Z)Z ¥ ((aT)z ~ar 1)




Con Fs = 44100 (T = 1/44100) y como a = 271000, la ecuacion
anterior se reduce a

72 +2z+1
21822 — 3922+ 178.2

Hy(z) =

A continuacion se obtiene la ecuacion en diferencias correspondiente
a Hd (Z):

Y(z) 14+2z7t+2z72

X(z) 218 —-392z"1 4 178.2772

(218 —392z71 +178.2z272)Y(2) = (1 + 2z 1 + z79)X (2)
O bien
218y|n] — 392y|n — 1] + 178.2y[n — 2] = x|n] + 2x[n — 1] + x[n — 2]




Forma magnitud y fase de un nimero complejo

[m zZ=x+jy

= |z|cos@+j|z|senB

V=|z|sen6
= |z|(cos6 +jsenb)

z|el?

Re

X=|z|cos6

Donde
j: eslaunidad imaginariay se cumple que j% = —1
e/? = cosf + jsend : es la formula de Euler
atan2 : es la funcion arcotangente de dos argumentos.

FI UNAM MI EDGAR TELLO PALETA




Funcion arcotangente de dos argumentos

A

X+jy
(tan™*(y/x) six>0,y#0
~ 6 = atan2(y,x) =< tan"(y/x) + 7w six <0,y =0

> Ctan~i(y/x) =1 six <0,y <0

/ I
7’ V'
% e
V4

—n<B@<m

®*x+jy

Al analizar sistemas LTI es atil que para Z, Z,, Z, € C se tiene que:

Z — Z1Z2 |Z| — |Z]_||Z2| qZ — <Z1 ~+ <Z2

Z4 |Z4]

7 = — 1Z| = — A7 =<7, — X7
Z, 1Z, | Lo



