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5.1. Introducciéon

En este capitulo se estudian teoremas muy generales sobre redes eléctricas, de gran utilidad y apli-
cacion en el estudio, andlisis y sintesis de las mismas. Se pueden emplear en una ingente cantidad
de redes eléctricas que se encuentran en la practica y conducen a soluciones simples y elegantes.
Esta generalidad y simplicidad pueden ser enganosas; ya que frecuentemente no se percibe el al-
cance de su aplicacion o se malinterpreta su significado.

La principal suposicién subyacente es la unicidad de la solucién de las redes eléctricas para el
conjunto de entradas y condiciones iniciales dadas. La razon primigenia de su empleo es que la red
eléctrica modificada es mas simple o sencilla de estudiar y analizar que la red eléctrica original.

5.2. Teorema de Sustitucion

Este teorema es de caracter general y se puede aplicar a redes eléctricas lineales o no lineales,
variantes o invariantes en el tiempo. Su aplicacién se restringe a redes eléctricas de parametros
concentrados o sea que satisfagan las leyes de Kirchhoff y que ademéds sean deterministicas, es
decir, que no se tenga incertidumbre acerca de los voltajes y las corrientes de rama.

El teorema asevera lo siguiente. Considere la figura 5.1a, en donde se muestra la red eléctrica 7
compuesta por el circuito eléctrico nr que a su vez estd formado por elementos posiblemente no li-
neales y variantes en el tiempo, conectado al circuito eléctrico 1, el cual no necesariamente es lineal.

1. Si la red eléctrica n tiene solucién unica v = 9(t) para todo t, entonces 1y, puede sustituirse
por una fuente de voltaje de valor v(t) sin que se afecten los voltajes y corrientes de rama dentro
de ngr, siempre y cuando el circuito modificado 7, de la figura 5.1b tenga solucién unica para todo t.

2. Si la red eléctrica n tiene solucién tnica ¢ = i (t) para todo t, entonces 7, puede sustituirse por
una fuente de corriente de valor i(t) sin que se afecten los voltajes y corrientes de rama dentro
de ng, siempre y cuando el circuito modificado 7; de la figura 5.1¢ tenga solucién tnica para todo t.
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Figura 5.1: (a) Red eléctrica n. (b) Red eléctrica modificada 7,. (¢) Red eléctrica modificada n;.



Ejemplo 5.1 Determine la funciéon de transferencia del circuito eléctrico que se muestra en la
figura 5.2a.

Al Lo
Al Lo
Zs3
R R Zs3
A AW ] )
l i=o | W
v O i O

Figura 5.2: Etapa bésica de un ecualizador.
Aplicando el teorema de sustitucion y considerando las caracteristicas esenciales del amplificador
operacional, se obtiene el circuito de la figura 5.2b. A continuacion, dado que las fuentes indepen-
dientes de voltaje y los resistores estan en paralelo, al aplicar nuevamente el teorema de sustitucion

se tiene el circuito de la figura 5.2c.

La ecuacién de mallas del circuito eléctrico de la figura 5.2¢ es
I
L

donde A = 21Z2 + leg + Z2Z3
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Resolviendo para las corrientes de malla
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De la LCK, en el nodo (@) del circuito de la figura 5.2b, considerando las direcciones de referencia
asociadas, se tiene

i Vo
L—-—L+—=—4+—==0
1 2+R+R
Zo 1 Vi 'V,

agrupando términos

finalmente

Prueba del teorema

Inicialmente la red eléctrica 7, se trata como si fuera una sola rama. Las ramas de ng se etiquetan
consecutivamente desde 1 hasta b — 1 y la rama restante b corresponde a la red 7y, es decir, la
fuente de voltaje () o la fuente de corriente (t). Las ecuaciones de la red eléctrica 7 estan dadas
por:

De la ley de corrientes de Kirchhoff, (LCK)

Jr 0
Al =7 = 5.1
2] = 1 5.1)
Y de la ley de voltajes de Kirchhoff, (LVK)

v
2] - - (5.2
b
El punto de operacién de la red eléctrica n se encuentra a partir de las ecuaciones de rama siguientes
i(QR7.iR?t) :Q (5?))
fb(vbajlht) =0 (54&)

A continuacion se considera la red eléctrica de la figura 5.1b. Las ecuaciones que la caracterizan
son las ecuaciones de voltaje y de corriente anteriores, de la ecuacién (5.1) a la (5.3), y ademas la
ecuacion

vy — 0(t) = 0 (5.4b)

que corresponde a la fuente ideal de voltaje.

Por otra parte, sean los vectores

&(t)] [yvfg;] y Fﬁ“)} (5.5)



que denotan la solucidn inica de las ecuaciones (5.1) a la (5.4a). Sin embargo, dado que las ecua-
ciones de voltaje, de corriente y del punto de operacion de las redes eléctricas de las figuras 5.1a y
5.1b son idénticas; las ecuaciones (5.5) son también una solucién de las ecuaciones (5.1) a la (5.3)
y de la ecuacién (5.4b) ya que cualquier j,(t) satisfard a la ecuacién (5.5), pues se trata de una
fuente ideal de voltaje.

Pero por hipétesis, la red eléctrica de la figura 5.1b tiene solucién tnica, por consiguiente, las
ecuaciones (5.5) son también la solucién de la red eléctrica en la que se ha aplicado el teorema de

sustitucion.

Una prueba similar es posible llevar a cabo para la red eléctrica de la figura 5.1c.



5.3. Teorema de Tellegen

El teorema establece que en una red eléctrica de n nodos y b ramas se cumple

b
> ki =0 (5.6)
k=1

donde vy y ji representan el voltaje y la corriente eléctrica de la k-ésima rama, respectivamente.
Teniendo en cuenta la expresion anterior, una forma equivalente de teorema de Tellegen es

VIi[J]k =0 (5.7)

donde [V y [J]x son los vectores de voltajes y corrientes eléctricas de rama, respectivamente.

Este teorema estd relacionado con el principio de conservacion de la energia. Ya que el producto
vrJx representa la potencia que se suministra o se consume en la k-ésima rama. La ecuacién (5.6)
nos dice que la potencia que se suministra a una red eléctrica es igual a la potencia que se consume
en dicha red.

Este teorema es de caracter general y puede aplicarse a una red eléctrica lineal o no lineal, variante
o invariante en el tiempo. La tnica restriccion es que se deben satisfacer las leyes de Kirchhoff, es
decir que la red eléctrica debe ser de parametros concentrados y deterministica.

Ejemplo 5.2 Considere la grafica orientada que se muestra en la figura 5.3. Se selecciona en forma
arbitraria los valores de la corriente j1, jo v j3 y se calculan j4, j5 v jg de forma tal que la LCK se
satisfaga.

Figura 5.3: Grafica orientada con cuatro nodos y seis ramas.

Sean
g1 = 1[A] g2 =2[A] 'y js=3[A]
entonces

Ja==3[A]  Js=—1A] v Jje =4[4]



A continuacién se seleccionan arbitrariamente vy , vs ¥ Vg y Se encuentran vy, vs y vz tal que la
LVK se satisfaga (se debe advertir que las direcciones de referencia estédn asociadas).

Sean
vy = 4[V] vs =5[V] v wvs = 6[4]

asi que

vy = —2[V] vo =—1[V] v w3 =—-1[V]

Ahora es facil verificar
6

kajk =0

k=1

Seleccione otro conjunto de valores de voltajes y corrientes de rama @ (t) y Jx(t) y repita el ejercicio
anterior, con los valores propuestos y los anteriores, es decir

., Qué se puede deducir?

Prueba del teorema

En una grafica conectada G, seleccione un nodo de referencia, por lo cual la matriz de incidencia
reducida [A] se define sin ambigiiedad. Por otra parte dado que [J]; satisface la LCK, se tiene

[A][J] =0 (5.8)

De la misma manera [V satisface la LVK y considerando direcciones de referencia asociadas, para
un vector de voltajes de nodo [E],, se cumple

V1], = [A]"[E], (5.9)

Sustituyendo estas dos iltimas ecuaciones en la ecuacién (5.7), resulta

VIEUL = [[A(EL] W = (B2 [1417] 170 = (B[l =0 (5.10)

n n



5.4. Teorema de Superposicién

Este teorema se aplica uinicamente a redes eléctricas lineales, variantes o invariantes en el tiempo
y de parametros concentrados. El teorema establece que la respuesta de estado cero de una red
eléctrica debido a varias fuentes independientes de entrada actuando simultdneamente, es igual
a la suma de las respuestas de estado cero debidas a cada una de las fuentes independientes de
entrada actuando por separado.

Ejemplo 5.3 Considere la red eléctrica lineal de la figura 5.4. La red se encuentra en el estado
inicial cero, esto es, v(07) = 0. Las fuentes independientes son is(t) = Tu_y(t) [A] y es(t) = Ed(t)
[V], donde I y E son constantes. El voltaje en el capacitor es la respuesta o la salida que se quiere

conocer.
+
izl

(1) CD c— v()

es(t) v(07) =0

Figura 5.4: Red eléctrica de primer orden con dos fuentes independientes

La ecuacién diferencial que modeliza a la red eléctrica se obtiene a continuacién.

Las leyes de conjunto son

is(t) = ir(t) +ic(t) (5.11)
y
es(t) +vr(t) = es(t) + ig(t)R = v(t) (5.12)
de donde .
in(t) = £ [0(t) — es(0)] (5.13)
dv(t)

sustituyendo la ecuacién (5.13) en la (5.11) y teniendo presente que i¢(t) = C , se tiene

dt

(1) = v(t) ;%es(t) N Cdz;(tt)

10



La matriz de transicién de estados o matriz exponencial, se encuentra auxilidandose con la trans-
formada de Laplace

o(t) = e = 2 (s1 - A) '} = 27
RC

Por consiguiente, el voltaje en el capacitor es
e LN ERETR (o)
t)= [ [l]le rC — —|° d
o) /0[ Je {C RC] {es(a)} 7
—Lt t L 1 1 I ( )
. g u_1(o
v(t) =e RC /OeRC [5 %] {Eé(a)} do
e | [Cene" L rusoyo + [ enc” Lm0
—=e¢ RC RC — RC ——
v(t)=e /0 eRC = u_1(0) 0+/0 eRC = (0)do
J —t [t —ad E ——t [t —0—5 q
— —_e RC RC —e RC RC
v(t) o° /0 e o+ FTo /0 e (o)do

1
——t [ —
v(t) = IRe RC [eRC -1

-——

1—e RC

——t

v(t)=1IR + Vo loh RC [V] para t >0

es factible verificar que la suma de las respuestas de estado cero debidas a i(t) y es(t) actuando por
separado proporciona la misma respuesta anterior, como presupone el teorema de superposicion.

Prueba del teorema

La respuesta de estado cero gzs(t), de una red eléctrica cuyo modelo en variables de estado es

(5.14)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)
estd dada por la siguiente expresion
1.,(0) = C(0) [ B(t.0)Blo)u(e)do + Dlt)u (515)

donde u(t) es el vector de entrada de dimensién (r x 1), de la forma u(t)” = [uy (t)ug(t) - - - u,(t)]
y que se puede expresar como

us (t) 0 0
u(t) = ? + UQ:(t) +oee ? = () (5.16)
6 O urkt) =

11



y ®(t,0) es la matriz de transicion de estados de dimensién (n x n), la cual se determina a partir
de la siguiente expresion

Ot t,) =L+ /t:A(a)da—k /t:A@l) /: Alos)dosdor + - (5.17)

Por otra parte, la respuesta de estado cero gzs_(t) debida a la i-ésima fuente independiente, esta
dada por Z

1., (1) = Cl0) [ 2(t0)B(@)w()do + Dlt)u (1) (5.18)

o

Comparando las ecuaciones (5.15) y (5.18) y teniendo presente la ecuacién (5.16), se tiene

v =Yy O (5.19)
i=1
comprobandose el teorema.

Como comentario final, vale la pena notar que la ecuacién (5.15) puede escribirse como !

y_(t) = / [C(H)B(t, 0)B(0) + D(0)8(t — 0)]u(o)do
¢ (5.20)

gzs(t> :/tﬂ(t>0-)ﬂ(0')d0'

donde la matriz H(t, o), recibe el nombre de patrén de peso o matriz de respuesta al impulso de
la red eléctrica o sistema.

1La propiedad de muestreo de la funcién impulso es [ f(t + 0)d(t)dt = f(o), si f(t) es continua en t = o.
prop D e ,

12



5.5. Teorema de Thévenin y Norton

Considere la red eléctrica lineal conectada a una carga eléctrica arbitraria, que se muestra en la
figura 5.5.

N |
77 v Carga
arbitraria

Figura 5.5: Red eléctrica lineal conectada a una carga arbitraria.

Es necesario enfatizar que no hay ningin tipo de acoplamiento entre la red eléctrica y la carga
eléctrica arbitraria. El teorema afirma que la corriente eléctrica i y el voltaje v no se afectan si la red
eléctrica lineal se reemplaza por su circuito equivalente de Thévenin o por su circuito equivalente
de Norton. Es importante, ademas, hacer hincapié en el hecho de que no se hace ninguna suposi-
cion de la carga eléctrica arbitraria, puede ser lineal o no lineal y variante o invariante en el tiempo.

El circuito equivalente de Thévenin consiste de una red eléctrica de dos terminales 7, en serie con
una fuente independiente de voltaje de valor e,.. El voltaje e,. es el voltaje que aparece en las
terminales de la red eléctrica n cuando se desconecta la carga arbitraria; y es causado por todas
las fuentes independientes y las condiciones iniciales presentes en dicha red eléctrica 7. El circuito
eléctrico 7, se obtiene de la red eléctrica original n al cancelar todas las fuentes independientes
y anulando todas las condiciones iniciales. Las fuentes dependientes no se modifican. El circuito
equivalente de Thévenin se muestra en la figura 5.6.

Clircuito equivalente

' i | —_°
1 : _|— +
: Mo : v CCLT’gCL n €oc
' €oc ' _ arbitraria -
I St — o

S de I'hévenin . _.

(a) (b)
Figura 5.6: (a) Circuito eléctrico equivalente de Thévenin. (b) Voltaje de circuito abierto e,..

El circuito equivalente de Norton consiste de una red eléctrica de dos terminales 7, en paralelo con
una fuente independiente de corriente de valor i4.. La corriente eléctrica iy, es la corriente que fluye

13



N |

Carga

v . .

arbitraria i1l

Mo lse

Clircuito equivalente
' de Norton

(a) (b)

Figura 5.7: (a) Circuito eléctrico equivalente de Norton. (b) Corriente de corto circuito ..

entre las terminales del circuito 1 cuando se pone la carga eléctrica arbitraria en corto circuito;
y es causada por todas las fuentes independientes y las condiciones iniciales presentes en la red
eléctrica n. El circuito eléctrico 7, se obtiene de la red eléctrica original n al cancelar todas las
fuentes independientes y anulando todas las condiciones iniciales. Las fuentes dependientes no se
modifican. El circuito equivalente de Norton se muestra en la figura 5.7.

Caso particular

Cuando la red eléctrica n ademas de ser lineal es invariante en el tiempo, resulta més conveniente
trabajar con la transformada de Laplace.

Sea F,.(s) la trasformada de Laplace del voltaje de circuito abierto e,.(t) presente en las terminales
(@-(b) de la red eléctrica n cuando ninguna corriente eléctrica fluye desde la red eléctrica. También,
sea I.(s) la transformada de Laplace de la corriente eléctrica de corto circuito i4.(t) que fluye
desde la red eléctrica n cuando se ponen en corto circuito sus terminales (@)-(b). Asimismo, sea
Zeg(s) = 1/Ye,(s) la impedancia de la red eléctrica 7, vista desde la carga arbitraria, al cancelar
tanto las fuentes independientes como las condiciones iniciales.

v Carga ISCQ) Yool 70 v Carga

arbitraria arbitraria

Figura 5.8: Circuito eléctrico equivalente de Thévenin y circuito equivalente de Norton, de una red
eléctrica lineal e invariante en el tiempo.

La relacién entre las transformadas de Laplace I.(s) vy Foe(s) es

14



EOC(S) = Zeq(s)]sc(s)

1e(5) = Yiq (5) Eues)

Bajo estas condiciones, para cualquier tipo de carga eléctrica arbitraria, su voltaje V(s) y su
corriente eléctrica I(s), transformadas de Laplace de v(t) e i(t) respectivamente, no se modifican

cuando la red eléctrica 7 se sustituye ya sea por su circuito equivalente de Thévenin o su circuito
equivalente de Norton, como se ilustra en la figura 5.8.

Ejemplo 5.4 Considere el circuito eléctrico equivalente de senal pequena de un transistor en
configuracién de emisor comtn, que se muestra en la figura 5.9, donde i (t) = 107° cos wt [A] y

r.=10° Q re=10" Q 7, =10° Q
C,=10"" F c,=10"F g,=10"58
w =107 "%

S

To
B C
. || .
. |
Co
ls (t) CD U1 Tr § Cﬂ' _ ImU1 l rc§
E E

Figura 5.9: Modelo de senal pequena de un transistor en el modo de emisor comun.
Si el circuito esta en estado sinusoidal permanente, encuentre
a) El circuito equivalente de Thévenin de la red eléctrica a la izquierda de los nodos C'y E.
b) El circuito equivalente de Norton de la red eléctrica a la izquierda de los nodos C'y E.

Empleando el método abreviado (andlisis por nodos), es posible determinar el voltaje de circuito
abierto F,. = Vg

La ecuacién de nodos que se obtiene por inspeccién es

15



_ (l + ijo) 1 + 1 1 w0, | Vee —gmV1 —9mV BE
,

reacomodando

1 1 1
— + — + jw (Co + Cx) —(—+ijo> Ve I,

To Tr To

1 1 1 N
9m — (— + ij’o> — 4+ — 4 jwC, | Ver 0

To Te 7o

y resolviendo para determinar el fasor del voltaje colector-emisor (voltaje de circuito abierto)
E,. =Vcg, se tiene

97.9279 x 1073
V2

Debido a la presencia de la fuente dependiente de corriente, no es posible conocer de manera
directa la red eléctrica “relajada” o red eléctrica equivalente de estado cero y entrada cero. Una

posibilidad es por medio del voltaje de circuito abierto E,. (ya se calculd) y la corriente de corto
circuito I,. del circuito de la figura 5.10.

Ver = /90.51°

AV
TO
B N C
N i °
Co

is(t) CD v, Cr —— gmvr | re zl

Figura 5.10: Obtencién de la corriente de corto circuito 7.

Para ello se calcula, inicialmente, el fasor del voltaje v;. Por consiguiente, de la ecuacién de nodos

v I, 6.7237 x 1073
=T 1 -
St jw (ot Cy) V2

To Trn

£ —47.6978°

ahora, notando que

1
(_ + jwco) Vl = ng1 + Isc

To

16



despejando el fasor correspondiente a la corriente de corto circuito I,

1 672.3621 x 10~6
I, — (—gm = +ij’o) V, = < /132.224°
To V2

© ©

O O

1.(1) Yy

O O

® ®

Figura 5.11: Circuitos equivalentes de Thévenin y Norton de la red eléctrica del ejemplo 5.4.

asi, se tiene finalmente

Eoc ISC
= 145.6475/ — 41.7349° Yoo =
Isc ! EOC

Zeg = = 6.8659 x 107°£41.7349°

Los circuitos buscados se muestran en la figura 5.11.

Prueba del teorema

Unicamente, se verifica la validez del circuito equivalente de Thévenin. La prueba correspondiente
para el circuito equivalente de Norton, se puede desarrollar de forma similar.

Primero, se sustituyen todas las condiciones iniciales por fuentes independientes, de manera tal
que la red eléctrica no contenga energia inicial y sea factible aplicar el teorema de superposicion.

A continuacion, empleando el teorema de sustitucion, la carga arbitraria se suple por una fuente
independiente de corriente de valor 7.

Como la red eléctrica se ha supuesto lineal, se puede recurrir al teorema de superposicién, para
determinar el voltaje v. Este voltaje v es la respuesta de estado cero debida a dos conjuntos de
fuentes independientes; la primera es la fuente independiente de corriente ¢ que ha sustituido a la

carga arbitraria y la otra son las fuentes independientes de la red eléctrica 7.

La respuesta de estado cero que causa la fuente de corriente es

Ui(t)Z/h(t,T)i(T)dT

17



donde h(t,T) es la respuesta al impulso de la red eléctrica relajada 7, en el tiempo ¢ cuando se

aplica un impulso unitario en el tiempo ¢t = 7.

Para determinar el voltaje ocasionado por las fuentes independientes en la red eléctrica 7, se ponen

en circuito abierto sus terminales, para suprimir la fuente de corriente i (que ha sustituido a la

carga arbitraria). Este voltaje de circuito abierto, se denota como e.

Considerando, nuevamente, que la red eléctrica 7 es lineal, el voltaje v(t) resulta ser

v(t) = vi(t) + ene(t) = / h(t, 7)i(7T)dT 4 eoe(t)

Ahora considere el circuito equivalente de Thévenin, en la figura 5.12. Para la malla que se muestra,

de la segunda ley de Kirchhoff se tiene

Mo (%

©
;

Carga
arbitraria

Clircuito equivalente
de Thévenin

C\g

Figura 5.12: Circuito eléctrico equivalente de Thévenin.

V(t) = vi(t) + ene(t) = / h(t, 7)i(7)dT + eoelt)

que es exactamente la misma ecuacion que ya se ha obtenido antes.

18



5.6. Teorema de Reciprocidad

El teorema que se estudia a continuacion tiene una aplicacién mas restringida, pues sélo se destina
a redes lineales e invariantes en el tiempo y que ademas no contengan fuentes dependientes ni
giradores. El quid fundamental del teorema es que cuando se aplica a un sistema fisico, la entrada
y la salida se pueden intercambiar sin que se modifique la senal de la respuesta del sistema para
una senal de entrada dada. La linea telefénica constituye el prototipo de lo anterior.

Considere una red eléctrica lineal e invariante en el tiempo, constituida por resistores, inductores,
inductores acoplados, capacitores y transformadores. Se acostumbra, emplear el simbolo ngr para

designar a las redes eléctricas que satisfacen estas condiciones.

1. Asercién. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 5.13.

@ @ @ @

€o @) () "R Uy ljg i l (1 R Uy C‘D €o

© @ © @

Figura 5.13: Primer aserto del teorema de reciprocidad.

El teorema de reciprocidad afirma que para cualquier topologia y valores de los elementos de
la red eléctrica nr y para toda forma de onda de la fuente independiente de voltaje e,, las
corrientes eléctricas de corto circuito

En términos de la funcién de transferencia

2 D)y
Eo(s)_Y”()

2. Aserciéon. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 5.14

Yo1(s)

El teorema de reciprocidad afirma que para cualquier topologia y valores de los elementos de
la red eléctrica nr y para toda forma de onda de la fuente independiente de corriente 7,, los

voltajes de circuito abierto
Ug(t) = 1A)1 (t) Vit

De igual manera, en términos de la funciéon de transferencia

=

(s)
I,(s)

A 1(s)

A

221(8) = Zlg(S)
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Figura 5.14: Segundo aserto del teorema de reciprocidad.

3. Asercion. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 5.15

io CT) (%1 IR V2 1]2 @1 IR @2 @)60

@ @ @ @

Figura 5.15: Tercer aserto del teorema de reciprocidad.

|

El teorema de reciprocidad afirma que para cualquier topologia y valores de los elementos de
las redes eléctricas ng y para toda forma de onda de las fuentes independientes, si i,(t) y e,(t)
son iguales para todo ¢, entonces

Prueba del teorema

La validez de este teorema se verifica a partir del teorema de Tellegen. De acuerdo a las confi-
guraciones planteadas por el teorema y considerando direcciones de referencia asociadas, es obvio
que
~ b ~
Vi(s)Ji(s) + Va(s) Ja(s) + Y Vil(s)Ju(s) =0 (5.21)

k=3
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Vi(s)Ji(s) + Va(s)Ja(s) + D Vils)Ji(s) =0 (5.22)

k=3

Si la k-ésima rama de la red eléctrica es un resistor, un capacitor o un inductor, entonces es cierto
que

Vi(8)Jiu(8) = Ji(8) Zi(8) Ji(s) = Ji(s)Vi(s) (5.23)

donde Zi(s) es la impedancia de la k-ésima rama. Si las ramas m y n fueran dos inductores
acoplados o las ramas de un transformador ideal, entonces

Vi ()T (8) 4 Via(8) T (8) = Vi (8) T (5) + V()T (5) (5.24)

Teniendo presente las ecuaciones (5.23) y (5.24), se puede inferir que las sumas de las ecuaciones
(5.21) y (5.22) son iguales y por consiguiente

Vi(s)Ji(s) + Va(s)Ja(s) = Vi(s) i (s) + Va(s) Ja(s) (5.25)

1. Asercién. En la primera condicién, Vi(s) = Ey(s) y Va(s) = 0. En la segunda condicién Va(s) =
E,(s) y Vi(s) = 0. Asi, de la ecuacién (5.25) se tiene

E0(3>j1(3) = EO(S)J2(3)

2. Asercién. En la primera condicién, Ji(s) = —I,(s) y Ja(s) = 0. En la segunda condicién
Jo(s) = —1I,(s) y Ji(s) = 0. Asi, de la ecuacién (5.25) se tiene

—Va(s)Lo(s) = =Vi(s)1o(s)

3. Asercién. En la primera condicién, Ji(s) = —I,(s) y Va(s) = 0. En la segunda condicién
Va(s) = Eo(s) y Ji(s) = 0. Asi, de la ecuacién (5.25) se tiene
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5.7. Teorema de Maxima Transferencia de Energia

Suponga que un generador suministra energia a una carga eléctrica como muestra la figura 5.16.
Sea la impedancia del generador en términos de su parte real (resistencia) y su parte imaginaria
(reactancia).

E L i X (w) —jXa(w)
 Fal) Lo §RL(W)E L V=0 [V]-

i o 5 Relu

E JXa(w) E E E o

i L] Rule)
: Ve L 5 Ve

S Geerador T Carga T '

Figura 5.16: El generador suministra energia eléctrica a una carga eléctrica arbitraria.

Za(jw) = Ra(w) + jXa(w)

También, sea la impedancia de la carga eléctrica de la forma
ZL(jw) = RL(U)) +]XL(OJ)

Si el generador proporciona un voltaje cuya representacién fasorial es V. jQué impedancia (de
la carga eléctrica) Zp(jw) recibird la méxima potencia, suponiendo que la parte real y la parte
imaginarfa de Zy(jw) se pueden ajustar independientemente?

Como se sabe, la potencia promedio que se entrega a la carga eléctrica Z(jw) es

1
P= §Im2RL(w) (5.26)

Empleando fasores

- Ve _ Vo
Rg(w) +jXa(w) + Rr(w) +jXL(w)  [Re(w) + Ro(w)] + j[Xe(w) + Xi(w)]

la amplitud de la senal de la corriente eléctrica es

Vin
= 5.27
VIR6() + Ru(w)P + [Xa(w) + Xi(w)]? (5.27)

Por lo que la potencia promedio es
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1 RL(w)Vm2
2[Ra(w) + Rp(w)]? + [Xo(w) + Xp(w)]?

p_ (5.28)

De la ecuacién anterior, es obvio que si se quiere que P tenga un valor maximo es necesario que

X (w) = —Xg(w) (5.29)
por lo que
Vi Ry (w)

P = ho@) + R

(5.30)
Para encontrar el valor de R, que hace a P maxima, se deriva la ecuacién (5.30) con respecto a

Ry, se iguala a cero y se resuelve para Ry. Asi

dP _ Vi® [Ro(w) + Rr(w)]* - 2[R (w) + R (w)]| Ry (w)
dRp 2 [Ra(w) + R(w)]*

dP  V,> Rg(w)— Rp(w)
dR, 2 [Ra(w)+ Rr(w)®

lo que implica
RL(W) = R(;(w) (531)

Entonces el generador entrega a la carga elécrica una potencia activa maxima de

1V

P =
méxima 8 RG (w)

(5.32)

cuando la impedancia de la carga eléctrica es igual al complejo conjugado de la impedancia del
generador; o sea

Z1(w) = Re(w) — jXe(jw) (5.33)

Cuando esta condicion se satisface, se dice que la impedancia de la carga eléctrica esta apareada
con la impedancia del generador, o simplemente que la carga eléctrica esta apareada con el gene-
rador.

Si la carga eléctrica estd apareada con el generador, la corriente eléctrica en el circuito eléctrico de
la figura 5.16 es

7 1 Vg
2 Rg(w)
y la potencia promedio que entrega el generador es
1V,
P =- V
4 RG (w)

Ejemplo 5.5 ;Cudl debe ser el valor de la impedancia Zj(jw) del circuito eléctrico de la figura
5.17, para que la energia que consume por unidad de tiempo sea maxima? ;Cudl es la potencia
activa que se suministra a esta carga?
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% 1
Vo= 27 /00 G) - —= 7
= il L

Figura 5.17: Generador alimentando a una carga arbitraria.

Primero se encuentra el circuito equivalente de Thévenin de la red eléctrica vista por la carga
eléctrica Zp(jw), el cual se muestra en la figura 5.18a. El fasor correspondiente al voltaje de
circuito abierto es

L (1/(w0) B 1
Bocli) = B1/Gwe) ¢ = T3 jwRC Y ¢
y la impedancia equivalente

. R(1/(jwC)
7 = VR
%) = B Gl

Si se desea suministrar la méxima potencia promedio a la carga Z(jw), ésta debe ser el complejo
conjugado de la impedancia del circuito equivalente de Thévenin, es decir del circuito RC'.

Zr(jw) = Zrn(jw) = Zrn(—jw)

j sustituida por —j

(5.34)

Zu o) = FA/(30C) - RG/wO) _ RijwL)
= R e0) ~ B /w0 | Rt jul

Es evidente, de la ecuacién anterior que la Z,(jw) que se busca, representa un resistor R conectado
en paralelo con un inductor, cuya inductancia es L = 1/w?C. El circuito eléctrico resultante se
muestra en la figura 5.18b.

Para calcular la potencia que se suministra a la carga, es necesario determinar Ry (w), la parte real
de Zp(jw). De la ecuacién (5.34) se obtiene

R R 14+ jwCR R . wCR?

Zu(jw) = - _
L) = TR T 1= jwCR1 1 jwCR 1+ WCRE /1% wOR)?

Zp(jw) = R (w) + j X1 (w)

Y la méaxima potencia promedio es por tanto

1
P — -
maxima 8 RL ((JJ)
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Figura 5.18: (a) Circuito equivalente de Thévenin. (b) Circuito con la impedancia de la carga
eléctrica apareada con la impedancia del generador.
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