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BIPUERTOS

IV.1 Redes Eléctricas de dos puertos

Las redes eléctricas con dos terminales especificadas, que incluyen fuentes e impedancias pueden representarse mediante
circuitos equivalentes de Thévenin y Norton, los cuales simplifican el analisis de circuitos con respecto a ese par de terminales.
El concepto de circuito equivalente puede generalizarse a redes de tres y cuatro terminales, éstas ultimas llamadas bipuertos.

El bipuerto es una red eléctrica, la cual tiene dos pares de terminales, uno que representa la entrada y el otro la salida, por lo
que es de gran utilidad cuando se requieren conocer las caracteristicas externas de la red; en caso contrario, los métodos de
analisis de redes permiten determinar los voltajes y corrientes en cualquiera de sus elementos.

El analisis de redes mediante la técnica de bipuertos permite cacterizar por completo la red, con o sin fuentes externas y carga
conectada a la red, es decir, permite determinar caracteristicas como funciones de transferencia, impedancias, equivalentes
de Thévenin y Norton, entre otros, y determinar circuitos equivalentes que simplifican grandemente el analisis de una red
compleja.

La figura 1 muestra el bloque constitutivo de un bipuerto lineal e invariante en el tiempo (LIT) el cual puede incluir impedancias,
fuentes dependientes, independientes y/o fuentes debidas a condiciones iniciales de los elementos que integran la red del
bipuerto, con terminales 1-1’ y 2-2’ agrupadas en pares. El bipuerto debe cumplir con la propiedad de que la corriente neta

que entra a cada par de terminales es cero, es decir, i, =i, e I, = I,.. En esta figura se indican las polaridades de referencia
de los voltajes y las direcciones de referencia de las corrientes.

Bipuerto
Yi . LIT W

Figura 1 Bloque que constituye un bipuerto

El analisis de circuitos mediante bipuertos puede llevarse a cabo de dos formas: la analitica, calculando los voltajes y corrientes
en sus terminales si se conoce el circuito que integra el bipuerto; y a través de la medicién de los voltajes y corrientes en sus
terminales considerando el bipuerto como una caja negra.

IV.2 Representaciéon matricial de bipuertos

En el andlisis con bipuertos, las Unicas variables de interés son las que definen los puertos h , b , Vi y V2 La descripcién mas
general del bipuerto se lleva a cabo en a través de la Transformada de Laplace de las variables, mediante el uso de la variable
s. Un caso particular es el andlisis en estado senoidal permanente en el cual se puede hacer uso de los fasores. En este

mat

. . . I . j
sentido, las variables del bipuerto las denotaremos como e 2 correspondiendo a la Transformada de Laplace de h

My

De estas cuatro variables dos son dependientes y dos independientes. Las posibles combinaciones se listan en la Tabla 1
junto con los parametros del circuito equivalente con el cual estan asociados. De manera particular, hay seis formas en las
que se combinan las cuatro variables, generando seis conjuntos de ecuaciones las cuales pueden considerarse como tres
pares de relaciones mutuamente inversas.

El primer conjunto de variables (parametros Z) relaciona los voltajes de entrada y salida, V1y V2 del bipuerto como funciones
de las corrientes de entrada y salida, 11 y I2 del mismo, el segundo conjunto (parametros Y) proporciona las relaciones inversas,
esto es, las corrientes de entrada y salida, l1 y |2 del bipuerto como funciones de los voltajes de entrada y salida, V1y Vadel
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mismo. Los pares de variables de los parametros H'y G son relaciones inversas al igual que los parametros de Ty T’, como
se observa en la Tabla 1.

Tabla 1 Variables de Entrada y de Salida de un Bipuerto

Variables dependientes Variables independientes Parametros del circuito
equivalente
Vi, V2 11, I2 Impedancia (Z)
11, I2 Vi, V2 Admitancia (Y)
Vi, I2 I1, V2 Hibridos (H)
I1, V2 Vi, I2 Hibridos (G)
Vi, 1 Vo, -I2 Transmision (T)
Vo, I2 Vi, -11 Transmision inversa(T’)

IV.2.1 Circuito Equivalente con Parametros de Impedancia (Z)
El caso general de analisis del bipuerto LIT de la figura 1, es el que incluye impedancias, fuentes independientes y
dependientes. Para determinar la red equivalente con pardmetros de impedancia, consideremos los voltajes V1 y V2 como las

variables dependientes, y las corrientes /1 e Iz, asi como las fuentes independientes Vica y Vaca (si existen), dentro del bipuerto
como las variables independientes, obteniendo el par de Ecs.(1).

Vi=zyd +z,0,+V,

(1)
Vy=z1, + 20, +V,,

las cuales se pueden expresar en forma matricial como
|4 Z, Z I V
|: 1j|=|: 11 ]2j| |:1:|+|: 1CA:| (13)
v, 21 Z; I, Vaca

V=ZI+V,, (1b)

o bien

donde la matriz

7= {Zn 212 }
Zy Zp
es la matriz de impedancias a circuito abierto, zjj son llamados parametros de impedancia a circuito abierto y Vca es el vector
de Voltajes a Circuito Abierto debido a las fuentes independientes dentro del bipuerto.

Ya que la red es lineal, se puede aplicar el principio de superposicién para obtener los voltajes V7 y V2 a través de las
contribuciones de cada fuente independiente actuando una a la vez.

Las componentes de V7 y V2 causadas por las fuentes independientes dentro de la red se determinan haciendo /1 = [2 =0
(terminales 1y 2 en circuito abierto), como se ilustra en la figura 2. Los valores resultantes de V1 y V2 se llaman voltajes a
circuito abierto, esto es:

VICA = V1|§1::% (2)

V20A = V2|§1=:% (3)
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independientes 268

Figura 2 Vica 'y Vaca se determinan haciendo /1 = > =0.

La componente de V7 debida a la corriente /1 se determina haciendo /2=0 (terminal 2 abierta) y todas las fuentes independientes

dentro del bipuerto también se fijan a cero en la Ec.(1), esta condicién se muestra en la figura 3. Por lo que, la contribucion de
Vi1 debida a /1 es

M=o =21, (4)

FII=0

donde FII=0 denota las Fuentes Independientes Internas fijadas a cero y z11 es la impedancia de entrada en el puerto 7 con el

puerto 2 a circuito abierto. A partir de la Ec.(4) se determina z11 y de manera similar se determinan el resto de las constantes
de proporcionalidad.

Las constantes z11, z21, Z12 'y Z22 se llaman parametros z o de impedancia a circuito abierto del bipuerto y se describen como

L 2
rI Bipuerto LIT =0 .
v * con fuentes — 2
LAY, independientes \A
| fijadas a cero
1 o

Figura 3 Los parametros z;1 y 21 se determinan haciendo cero I, y todas las fuentes independientes internas.

1 ?
— Bipuerto LIT
+ [=0— con fuentes «— 1L ,l
vV independientes A Y
1 filadas a cero | 2
1 5

Figura 4 Los parametros z12 y Z2» se determinan haciendo cero /; y todas las fuentes independientes internas.

" "
== Zyy =
11 1,=0 12 1,=0
FII=0 FII=0 (5)
_h "
Zny = Zy =7
11 1,=0 12 5,=0
FlI=0 FII=0

z11 Impedancia de entrada vista desde el puerto 1 cuando el puerto 2 esta abierto
z21 Impedancia de transferencia cuando el puerto 2 esta abierto

z12 Impedancia de transferencia inversa cuando el puerto 1 esta abierto

z22 Impedancia de salida vista desde el puerto 2 cuando el puerto 1 esta abierto

Por lo tanto, los parametros de impedancia pueden ser calculados o medidos abriendo primero el puerto 2 y determinado los
cocientes Vi/l11y V2/I1, como se indica en la figura 3, y luego abriendo el puerto 7 y determinando los cocientes V+/lzy Vo/l2,
como se muestra en la figura 4.

Las Ecs.(2),(3) y (5) sintetizadas en la Ec.(1b), caracterizan por completo al bipuerto de la figura 1.

Un caso especial de importancia del bipuerto de la figura 1 es el aquel que no contiene fuentes independientes dentro de él.
En este caso Vca= 0y la Ec.(1a) se modifica a



2 Zl ZZ 12

V=ZI

de manera que se siguen cumpliendo las mismas condiciones analizadas, quedando ahora los parametros de impedancia
como

4 4
Zy ]_ Zy _[_
Llr,=0 215=0 @)
_ _n
21 2=
Ll,=0 215=0

Existen varios circuitos equivalentes que cumplen con el par de Ecs.(1), por lo que el bipuerto de la figura 1 puede reemplazarse
por las redes de la figura 5, ya sea que el bipuerto contenga o no fuentes independientes internamente.

(a) (b)
Figura 5 Red equivalente del bipuerto con parametros de impedancia (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes independientes

IV.2.2 Circuito Equivalente con Parametros de Admitancia (Y)

Otra forma de obtener un equivalente del bipuerto de la figura 1, es tomando las corrientes /1 e I como variables dependientes
y los voltaje Vs, V2 asi como las fuentes independientes (si existen) dentro del bipuerto como las variables independientes.
Esta consideracion permite plantear el par de ecuaciones de parametros de admitancia.

L=y \Vi+y,V, =1

8)
L=y, Vi+y,V, = 1ice

que en forma matricial quedan como

{[1}:{%1 J’1z:| {V;}_[llcc} (8a)
I, Yor Vo v, Lice
o bien

I=YV~-1I. (8b)
donde

Y= |:y11 Y2 :|
Va1 Vn
es la matriz de admitancias de corto circuito con parametros yi, lcc es el vector de corrientes de corto circuito y representa las
contribuciones de las corrientes que salen del bipuerto debidas a las fuentes independientes y condiciones iniciales (si existen)
de los elementos dentro del bipuerto.
De nuevo, se aplica el principio de superposiciéon para plantear las ecuaciones para /1 € I como una combinacién lineal de las
componentes de corriente causadas por las fuentes de voltaje externas y las fuentes independientes dentro del bipuerto. Esto

es, las componentes licc e I2cc se determinan haciendo Vi = V2 =0 (poniendo en corto las terminales 7-1’y 2-2’), como se
ilustra en la figura 6. Las corrientes resultantes de /icc € l2cc se llaman corrientes de corto circuito, esto es:



IICC = _11|V1:0 9
V,=0

]ZCC :_]2|V1:0 (10)
¥,=0

A partir de las Ecs.(8), la componente de /1 debida al voltaje V7 se determinan haciendo cero tanto V2 (corto circuito en las
terminales 2-2”) como todas las fuentes independientes dentro del bipuerto, esto también se muestra en la figura 7(a), por lo
que, la contribucién de /1 debida a V1 es

II

n-o =V (11)
FII=0

donde FII=0 denota las fuentes independientes internas fijadas a cero y y11 es la admitancia de entrada en el puerto 7 con el

puerto 2 en corto circuito.
A partir de la Ec.(11) y las conexiones de la figura 7 se determina y+71 y de manera similar se calculan el resto de las constantes

de proporcionalidad, obteniendo:

I I
L y 2CC ,
Bipuerto

LIT
V=0 con fuentes V,=0
independientes

Figura 6 Las corrientes /icc e I2cc se determinan haciendo V; = V, =0.

I,—» «—1I, I, —» «— 1
Bipuerto LIT Bipuerto LIT
CD * con fuentes con fuentes *
v, independientes 1;; =0 1,.; = independientes V.
! fijadas a cero fijadas a cero ~

(a) (b)
Figura 7 Conexiones para determinar los parametros yj. (a) y11Y yz1, (b) y12y y22

y -4 Vi, = y
11 K o 12 Vz o
FII=0 FII=0 (12)
1, 1,
Yy == Vi =
21 A 22 A
FII=0 FII=0

Las constantes y11, y21, y12 Y y22 se llaman parametros y o de admitancia en corto circuito del bipuerto y se describen como

y11 Admitancia de entrada vista desde el puerto 1 cuando el puerto 2 esta en corto circuito
y21 Admitancia de transferencia cuando el puerto 2 esta en corto circuito

y12 Admitancia de transferencia inversa cuando el puerto 1 esta en corto circuito

y22 Admitancia de salida vista desde el puerto 2 cuando el puerto 1 esta en corto circuito

De lo anterior, los pardmetros de admitancia pueden ser calculados o medidos poniendo en corto circuito el puerto 2 y
determinado los cocientes 1/ V1 e 2/ V1 y luego poniendo en corto el puerto 1 y determinando los cocientes I1/ Vze 2/ V.
Las Ecs.(9),(10) y (12) sintetizadas en la Ec.(8b), también caracterizan por completo al bipuerto de la figura 1, desde el punto
de vista de admitancias. Ademas se verifica que

y=2z"



De manera similar al analisis de impedancias, si el bipuerto de la figura 1 no contiene fuentes independientes dentro de él,
entonces lcc=0, de manera que se siguen cumpliendo las mismas condiciones analizadas para los parametros de admitancia,

quedando ahora como

I, _ Y Vi 4 (13)
I, Yo Vo v,

o bien
=YV (13a)

en cuyo caso los parametros cambian a

Il ]l
Y= Vi =
bW, AN (14)
12 12
Yo =77 Yo =7-
1 4 7,=0 V2 7,=0

Al igual que con los parametros de impedancias, existen varios circuitos equivalentes que obedecen las Ecs.(8) o las Ecs.(13),
por lo que el bipuerto de la figura 1 puede también representarse mediante la red equivalente de la figura 8(a) si el bipuerto

contiene fuentes independientes o por el de la figura 8(b) si no las incluye.

. -— — -+
+ + + +
r 'y X w W ar T - 3T T
X VAL SR TR L YA : J y. V¥ oy -
Uy, v/ 7122 W e T2eel [ 21 Ay Y | 2 Ly, /0122 721 1y | 2

(@) (b)

Figura 8 Circuitos equivalentes del bipuerto: (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes independientes.

IV.2.3 Circuito Equivalente con Parametros Hibridos (H)

Se puede obtener un tercer circuito equivalente del bipuerto de la figura 1 si se consideran como variables independientes a
I1y V2 'y como variables dependientes a Vi, I2 y las contribuciones de voltaje y corriente debidos a las fuentes dentro del
bipuerto. El par de ecuaciones en forma matricial queda como

Vl —hll hlZ_ _Il_+|:V1CACC :| (15)
_h21 hzz_ Vz_ -1

2CACC
o bien

4 __hn hlz_ I, (15a)

12 _h21 h22_ I/Z

para el caso en el que el bipuerto no contenga fuentes independientes internamente. En ambos pares de ecuaciones, Ecs.(15)
y (15a), la matriz hibrida H es

pein
h21 h22

Las cantidades h11, h21, h12'y h22 son los parametros hibridos del bipuerto de la figura 1 y se determinan a partir de las Ecs.(15),
de manera similar a los parametros descritos anteriormente, como



" 4
hn =7 h12 =
]l V,=0 VZ 1,=0
FII=0 FI[=0
h, = L h. = L
21 = 2 =
11 V,=0 Vz 5,=0
FII=0 FII=0

Al aplicar la superposicion a V7 e Iz, éstos pueden expresarse como la combinacion lineal de /1, V2 asi como de Vzcacc € licace,
el voltaje y la corriente debidos a las fuentes independientes dentro del bipuerto. Al igual que en los parametros de impedancia
y admitancia, FI/=0 denota que todas las fuentes independientes internas se fijan a cero. Las unidades de h11 y h22 son ohms
y siemens, respectivamente, mientras que hs2 'y h21 son adimensionales. El hecho de que los cuatro parametros no tengan las
mismas unidades es la razén por la que estos parametros se llaman hibridos. A partir de la Ecs.(16) se determina que Vicacc
€ locacc estan dados por

VICACC = Vl|11:0
Vy=0
Lycsce = _12|11=0
¥,=0

Vicace € lzcace se interpretan como el voltaje V1 y la corriente /2, respectivamente, medidos o calculados cuando la corriente
11=0 (circuito abierto) y el voltaje V2=0 (corto circuito).

La expresion de los parametros hibridos cambia ligeramente si no existen fuentes independientes dentro del bipuerto, es decir,
se elimina la condicién de fuentes internas y los parametros se calculan mediante

4 N
= h, =
1, V,=0 ", 1,=0
1, 1
=2 h,=-2
21 22
11 V,=0 VZ 1,=0

Los circuitos equivalentes asociados con el par de Ecs.(15) se muestran en la figura 9. En estos parametros estan asociados
a una impedancia de entrada hys, una admitancia de salida hz2, una ganancia de voltaje hs2 y una ganancia de corriente hzr.
El circuito equivalente del bipuerto con fuentes independientes se muestra en la figura 9(a), mientras que en la figura 9(b) se
presenta el modelo que no incluye fuentes independientes dentro del bipuerto.

— — «—=
[
+ + +
T
oY 21 ]1,
{ jr\,l hq- I ( K ‘;-‘FI 4 i
Zocs:; - \/ h’...l / \ h’..::

(a) (b)
Figura 9 Circuitos equivalentes del bipuerto con parametros h (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes independientes.

IV.2.4 Circuito Equivalente con Parametros Hibridos Inversos(G)
La segunda matriz hibrida es la de los parametros Hibridos Inversos G, la forma matricial esta dada por

I vl o[-1
. g 8 1 _}_{ ICAC6:| (16)
V2] 18y &n] L] |[Vacuce
si el bipuerto contiene fuentes independientes, o bien
I, _ g 8n 4 (16a)
V2] 18 &»] 1]

para el caso en el que el bipuerto no contenga fuentes independientes dentro de él. En ambos casos



g &
851 8x»

es la matriz Hibrida Inversa G cuyos elementos son los parametros gij, licaccy Vacacc se interpretan como la corriente /1 y el
voltaje V2, respectivamente, medidos o calculados al hacer Vs =0 (terminales 71-1" en corto circuito) e I2 =0 (terminal 2-2’
abiertas). También puede verificarse que

G=H"
Los parametros G del bipuerto que contiene fuentes independientes internas se determinan mediante:
1, I,
g =7 8o =7
. Vl 1,=0 [2 =0
1IS=0 1IS=0
V. V.
En = — En = -
Vi li=o 1, =0
1IS=0 1IS=0

mientras que los parametros G del bipuerto sin fuentes independientes internas estan dados por

Llr,=0

IV.2.5 Circuitos Equivalentes con parametros de Transmisiéon y Transmision inversa (T y
T)
Los dos ultimos parametros equivalentes del bipuerto de la figura 1 son los de Transmisién Ty Transmision inversa T, la forma

matricial’ del primero relaciona las variables de entrada V7 e /7 con las variables de salida V2 y -/2. En este caso la variable de
salida es -2 en lugar de /2 (mas adelante, en la conexion en cascada, se justifica el cambio de signo).
4 £

] L

definiendo la matriz de transmisionT, también llamada matriz de parametros ABCD,como

_ by by

(17)

|

tll t12

121 t22

A B
C D

e o)

De nuevo, aplicando superposicién se determinan los pardmetros de transmisién, quedando como

4 4
Ly, = 7 Iy = iy
21-1,=0 21y, =0
t _ Il ¢ [1
2075, R
£ ~1,=0 -1, V,=0

Finalmente, si tomamos las variables de entrada V:y -I1 como dependientes y las variables de salida V2 e [ como
independientes, se tiene en forma matricial® las ecuaciones de los parametros de transmision inversa

! Debido a que simultAneamente no se pueden hacer cero las variables de entrada V2 y —I», este bipuerto esta restringido a una red LTI que
no contenga fuentes independientes.
2 De manera similar a la nota 1 para los parametros 7: ya que simultdneamente no se pueden hacer cero las variables de entrada V; y -1, el

bipuerto esta restringido a una red LTI que no contenga fuentes independientes.
10



{Vz} flzl t1:2 r } (8
1 Ly by =1,

definiendo la matriz de transmision inversa T’, también llamada matriz de parametros A’'B’C’'D’, como

T'{t{] t;.z}{A: B'}
tZl ZL22 C D

determinando en este caso los pardmetros de transmision inversos bajo las siguientes restricciones:

I :7 Iy ::
Ll-r,=0 Ly =0

A A

2y :7 Iy ::
Ll-r,=0 Liy=0

De manera similar al procedimiento descrito para los parametros de impedancia, admitancia, se han obtenido el resto de los
parametros, los cuales pueden determinarse mediante calculo o medicion.

Como se ha visto, los parametros de puerto se obtiene ya sea abriendo o poniendo en corto circuito un puerto y corresponden
a una impedancia, a una admitancia o a un cociente adimensional de voltajes o corrientes.

IV.2.6 Relacién entre Parametros del Bipuerto

Ya que los seis conjuntos de ecuaciones derivados de las variables de la tabla 1, Ecs.(6),(13),(15a),(16a),(17) y (18), relacionan
las mismas variables, los parametros asociados con cualquier par de ecuaciones deben relacionarse con los parametros de
los demas pares. Esto es, si se conoce una matriz de parametros se puede determinar las matrices restantes.

Cabe destacar que no todos los bipuertos tienen las seis representaciones. De hecho, dependiendo de la configuracion de la
red que forma el bipuerto, éste puede tener al menos una de las seis representaciones.

Debido a la manipulacién algebraica que implica relacionar estos parametros, se llevara a cabo la deduccion entre los
parametros z y y, asi como entre los parametros z y t, tomando los conjuntos de ecuaciones del bipuerto que no contiene
fuentes independientes internas. El proceso descrito es similar para el resto de las deducciones.

Para determinar los parametros z en funcion de los parametros y se resuelven las Ecs.(13) para V1 y V2 y se comparan los
coeficientes de /1 e I2 del resultado obtenido con los coeficientes de las Ecs.(6). Esto es, a partir de las Ecs.(13) se obtiene

Ly,
1
vo= 12 Y :&Il_&lz (19)
Yo Y| AY AY
Yo Vo
AT
1
A | RN Wy 4 1 (20)
Y e AY AY
Yoo Vn
Al comparar las Ecs.(19) y (20) con el par de Ecs.(6) se obtienen los parametros z en términos de los parametros y.
Vo Y2
z, ===  z,=—"=
11 AY 12 AY
Z, = _Yu N

AY P AY



Para determinar los parametros z en funcion de los parametros t, se modifica el par de Ecs.(17) en la forma de el par de Ecs.(6)

y se comparan los coeficientes. Esto es, a partir de la segunda ecuacion del par de Ecs. (17) se obtiene

Vy=—1+

t22
_12
t21

sustituyendo en la primera ecuacién del par de Ecs. (17) se obtiene ahora

V1:

11+£

tl 1122

_tlzjlz
by

Comparando las Ecs.(21) y (22) con el par de Ecs.(6) se determinan las equivalencias

n ==

n =

Zyp

Zy

AT

t21

_y

t21

La Tabla 2 resume la conversion de todos los parametros.

Tabla 2 Conversion de parametros de bipuertos

(21)

(22)

Y T T H

Yn o _ Yo | o AT Lo 1 AR hy 1 &

Z 2y AY - AY Ly Iy t'21 tI21 CIL &n h,
Zn Iy Y 1 & AT tl_l —% hl & AG

AY AY by Iy by by “ ” 8 &

Zn _Zn Ly AT |y 1L A AG g

y AZ  AZ Vi Yo ty hy 4, f, hyo ol & &
TR Yu  Vn LT AT' 1, My AH g L

AZ Iy Iy _Z a y "y £z &n

ET. 2 N P fy | A A1 g

T ) z,, Vo Yy i Iy AT AT’ hy, 21 &xn 8xn
1oz, AY oy |t by h, ot e 1) & AG

P AT' AT CE S &

n AZ Y 1 by Iy 1 _AG g

o m o o arar | hn | | e e
1 Zy AY Vn TRV t'21 t'zz by AH LTI

P T AN LS g &
AZ oz, 1 hy AT o1 En 8o
H z,, » Yu Vi 1y, 2 ti . tll L 11 12 AG AG
S Lo AY L | AT gy A Y

2y, Zy, i i I 22 1, 4,
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L 12 g iy 1‘2_1 — £ t2_1 _ L h22 hlZ
G 2y 1 Y Y ur Iy 5 1y, AH AH g1 8n
2 AZ Yo 1 L by AT t1'2 ——h21 —h“ En 8n
L ¢ - AH  AH
Zn Zn Yo o Va 1 1 Iy 2
El bipuerto es — — ' _ —_
recll"?;:oco si Z12 T 2o Y2 = Vo AT =1 AT'=1 hy, =—hy, & =78y
El bipuerto es _ _ X _ AG =1
rec?proco y T Yin=Drn b=ty =1y AH G
simétrico si

IV.2.7 Analisis del bipuerto terminado

El bipuerto terminado corresponde a las conexiones que se realizan externamente, es decir, de excitacion por el puerto 1 y de
carga en el puerto 2, como se muestra en la figura 10. En este caso Z. es la impedancia de la carga, Vs representa el voltaje
de la fuente y Zs su impedancia interna. El analisis del circuito terminado implica expresar las corrientes y los voltajes de las
terminales del bipuerto en funciéon tanto de los parametros, como de Vs, Zsy Z;.

A 1_... - :[2
—, s + +
V. |::‘_ ) v, Binuerto LIT v, 7,

Figura 10 Bipuerto terminado

Existen seis caracteristicas del bipuerto terminado que definen su comportamiento:

e Zen=V1/ 1 Impedancia de entrada o la admitancia de entrada Yen =11/ V4

o Iz Corriente de salida

e VmeZm Voltaje e impedancia de Thévenin en las terminales del puerto 2
o 2/l Ganancia de corriente

o Vo Vq Ganancia de voltaje del bipuerto

o Vo Vs Ganancia de voltaje con respecto a la excitacion

La deduccion de estas expresiones implica la manipulacién algebraica de las dos ecuaciones del bipuerto, segun los
parametros seleccionados, y las dos ecuaciones de restriccion impuestas por las terminaciones. Para fines de ejemplificar
este analisis, se obtendran las seis caracteristicas utilizando los parametros z. En este caso, las cuatro ecuaciones son

W=zl +z2,1,
V=21, + 2,1,
=r.-21
Vi=-2,1,

(23)
(24)
(25)
(26)

Las Ecs.(23) y (24) es el par de Ecs.(6), y las Ecs.(25) y (26) se obtienen aplicando LVK?® en las terminales del bipuerto las

cuales describen las restricciones en sus terminales.

Impedancia de entrada

Para determinar esta impedancia se igualan las Ecs.(24) y (26) y se despeja /2, obteniendo

I = 2,1
iz
L2y

3 Ley de Voltajes de Kirchhoff

(27)
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Se sustituye la Ec.(27) en la Ec.(23) y se obtiene Zen = Vi1 / I1 :

Z,Z
en = le - 1221 (28)
Z +z,
Corriente de salida /2
En este caso se igualan las Ecs.(23) y (25) y se despeja /1, obteniendo
V —z.,1
[ =2 Z12ts (29)
Z +z,
Se sustituye la Ec.(29) en la (27) y se resuelve para /2 :
—z,V;
‘ (30)

Il =
’ (Zs +le)(ZL +Zzz)_212221

Voltaje Vr» e impedancia Zr» de Thévenin en las terminales del puerto 2
De acuerdo con el Teorema de Thévenin, V1 es el voltaje a circuito abierto en un par de terminales definidas, en este caso
las terminales 2-2’, que es igual a V2 cuando /2=0. A partir de la Ec.(24) se obtiene

Vz|12:0 =2z, (31)
Igualando las Ecs.(23) y (25), despejando /1 con la condicién /2=0 y sustituyendo /1 en la Ec.(31) se tiene
z
V. =V, =—3=—
2|]2:0 Th ZS +Z11 K

La impedancia de Thévenin se puede obtener como la relacion V2 / I2 cuando todas las fuentes independientes son cero, en
este caso Vs=0 “. Para ello, se igualan las Ecs.(23) y (25) con la condicion Vs=0.

—Z 1, =z, + 2,1,
se despeja I1
_ ~%l,
Z +z,
y se sustituye en la Ec.(24), esto es

—z. 1

_ 1242
V, =2, +2zp1,

s T2n

D gy - TEnfn

=7, =
I, - Z +z,

+2z,, (32)

Ganancia de corriente /2/ /1
Esta ganancia se obtiene de manera directa a partir de la Ec.(27)

I, -z

= (33)
I, Z,+z,

Ganancia de voltaje V2/ V1
Para obtener esta ganancia, se despeja /2 de la Ec.(26) y se sustituye en la Ec.(24)
V.
Vy=zy0,— 2y =+
L

(34)

Se despeja /2 de la Ec.(26), se sustituye en la Ec.(23) y se depeja 1

4 Esta forma de obtener la impedancia de Thévenin se utiliza para el caso en el que el bipuerto no contiene fuentes dependientes.



I :£+ 2,V
z, 234,

Se sustituye la Ec.(35) en la (34) y se resuelve para V2/ Vi

V. z,V,
Vy =z, | =+

Zy 4y
o bien
2,2,

-

22

ZL

2yZ;

n
4

Ganancia de voltaje V2/ Vs

Lzl 22y — 22,z L+ Az

Finalmente, para obtener la ganancia de voltaje V2/ Vs se igualan las Ecs.(23) y (25) y se despeja /1 :

N

I] — ZlZVZ + V

Z, (z11 +ZS) z,+Z,

a partir de la Ec.(26) se despeja I2:

y se sustituyen las Ecs.(37) y (38) en la (24) y se resuelve para V2 / Vs obteniendo

v, 2,2,

V., (20+Z)(z0+7,)-

N

2122y

La Tabla 3 lista las expresiones correspondientes en términos de los pardmetros del bipuerto.

Tabla 3 Caracteristicas del Bipuerto Terminado

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Parametros Z

Parametros T

z Z
_ _ 12421
Zen =z 7
P

_Zz1V.s

I =
’ (Zv +Z|1)(ZL +ZZZ)_ZIZZZI

Th s

Z +z
K 11

2 _ ZZIZL
2,7, +AZ

7,
v
v, 2,7,
V(2,42 )(2,42,)-z

IZZZI

Parametros Y
— ylZyZI
1+y,Z,
I YV,
4y, Z 4y, Z +AYZZ,
__nh
" v, +AYZ
I++y, Z
" v, +AYZ
L
Iy, +AYZ,
E _ .2,
V] 1+ZZZZL
v, _ Yz,
V. v .22, —(1+0,Z2)(1+y,Z,)

— tHZL + tlZ

tZIZI/ + t22

-V
I s

o t]lZL + tlZ + IZIZ.\ZL + ZZZZ.s
V

s

Y

217 s

Th

tlZ + tZZZs
! tll + tZl Zv

3 -1
1,Z, +t,

21 L

V4

L

t]lZL +ZIZ

~ |.J‘

Z

L

NS LS

ZL (tll + tZlZ.\' ) + t12 + tZZZ\'
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Parametros T’

Parametros H

Parametros G

Z

en

tZIZL + tll

1

_ tZZZL + tlZ

VAT

VAT

Th

Th

—AT'

t,Z, +1t,

1 21 L

~ |~

tZZZL + tlZ

tllZ\' + tZIZ.\'ZL + ZZZZL + tlZ
t22 + IZIZs

_ tllZ.x + tlz

tZlZA + t22

AT'Z,

AT'Z,

NS NS

tl2 +tIIZs

+t,Z2, +t,ZZ,

hthZIZ[
Z{‘rl = 11 - )
I+h,Z,
1 hZIVS
' (1+hZZZL)(Zs +h|1)_h12h21214
_ _hle\-
" h,Z +AH
Z +h,
™
z,Z +AH
1_2: hzn
I 1+hZZZL
Y, _hz1ZL
V. AHZ, +h“
Vz _hZIZL

; (hl\ +Zs)(l+h22ZI_)_hl2h2IZI/

s

Y, =g, -

B -8,V
(1 + gllZv )(ZL + gzz)_ glngIZr
M4

) 1+g,Z

— glngIZA
l+g,Z

2

Th

Th

~

I

_ —&,
g, Z, +AG

ngZL
gZZ + ZL

ngZL

SN NS 2~

B (1 + gHZs )(gZZ + ZI, ) _gIZgZIZr

IV.3 Conexiones entre Bipuertos

El disefio y analisis de una red compleja puede facilitarse al seccionar la red. Si dichas secciones se modelan mediante
bipuertos, la sintesis de la red completa se puede llevar a cabo a través de la interconexion de secciones mas sencillas o de

menor complejidad. En este sentido, los bipuertos se pueden interconectar en cinco formas diferentes:

IV.3.1 Conexion en Cascada

La conexién en cascada es una de las mas utilizadas en el analisis de redes complejas ya que se aplica cuando la salida de
una red se conecta al puerto de entrada de otra red, como se indica en la figura 11, para ello se utilizan los parametros de

transmision.

En cascada, descrita por los parametros de transmision ¢
En serie a través de los parametros z

En paralelo mediante los parametros y

En serie-paralelo con los parametros h

En paralelo-serie mediante los pardmetros g

Para el bipuerto A se cumple, de acuerdo con la Ec.(17)

ry, 4 r 4
AR
_11_ _—12_
y para el bipuerto B se tiene
r, B r B
Vl — TB VZ
]1 _12

Iz
P E—
+
Bipuerto Bipuerto .
A B 1il.2
—_— -
Figura 11 Conexion en cascada de 2 Bipuertos
(40)
(41)




y en la conexion intermedia se cumple®

r Vz A Vl B
= (42)
__12 11
Se observa ademas en la figura 11 que en la entrada y en la salida del bipuerto se cumple
T
= (43)
_Il a 11
Por lo tanto, sustituyendo la Ec.(40), (41) y (42) en la Ec.(43) se obtiene
4 V.
1 — T 2
_11 i _12
en donde
T=T'T"

siendo T la matriz de transmisién equivalente. Esto es, la matriz de transmisién de una conexién de bipuertos en cascada se
deriva de la multiplicacién de las matrices de transmisién de cada bipuerto individual, tomando en cuenta el orden apropiado.

I, I I, I,
e - -— X -
Bipuerto + Bipuerto +
+ A + A
v : v ;
1 W, 1 W,
Bipuerto A Bipuerto
B . B
R — — R — —

(a) (b)

Figura 12 Conexiones de Bipuertos (a) Serie (b) Paralelo

IV.3.2 Conexion en Serie

La conexién en serie de dos bipuertos se muestra en la figura 12(a). En este caso se emplean los parametros z para
representar cada red y se combinan en serie. Los dos bipuertos se describen a partir de la Ec.(6a) como

vi=z'1"
vt =2"1"
Sabemos que en una conexion en serie se cumple con /= /A= [® y dado que V= VA + V& se tiene
V=7'1"+7Z"I"
=(z'+2")1
de manera que
Z=7'+7"
Por lo tanto, los parametros z de la red total son iguales a la suma de los parametros z de los bipuertos individuales.

IV.3.3 Conexion en Paralelo

La conexién en paralelo de dos bipuertos exige que V1 sea igual para los dos puertos entrada y de igual forma para V2 en los
puertos de salida, como se muestra en la figura 12(b). Las matrices que define esta conexion son las correspondientes a la de
admitancia Y, la Ec.(13a) por lo que se tiene para cada bipuerto

5 Con el signo menos en 12 la corriente sale del bipuerto, lo cual justifica el signo negativo.
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=y

12 =Y%y*

Asi mismo, ya que se cumple con V= VA= V8 y dado que /= + [° se tiene

=YV +Y?p®
=(y*+y" )y
de donde
Y=Y"+Y"

Por lo tanto, para determinar los parametros de una conexion en paralelo se suman los pardametros y de cada bipuerto
individual para obtener los parametros y equivalentes de la red total.

IV.3.4 Conexion Serie-Paralelo

La conexion serie-paralelo de dos bipuertos es la que se muestra en la figura 13(a). Los parametros que permiten analizar
esta conexion son los parametros h. En este caso los bipuertos deben cumplir con las siguientes restricciones:

L —F ‘_Iz I — — ?
Bipuerto + Bipuerto +
+ A + A
v, Y, Vi Y
. Bipuerto . Bipuerto
B . B .
R — — B — —
(a) (b)
Figura 13 Conexiones de Bipuertos (a) Serie-Paralelo (b) Paralelo-Serie
n=r'+n’
) s (44)
I, =1"=1I
y
V,=v'=V}
gt (45)
L= +1,

de manera que aplicando el par de Ecs.(15a) a las condiciones de las Ecs.(44) y (45) se obtiene

Vl = hl/;[lA + hSVzA + hﬁ[lB + hlgVZBVl

L=hi1"+h vV, +ho 1P+ v
o bien

W= (hl/i +hﬁ)11 +(hlg +h1§)V2

L = (g + by )1, +(hsy+ ) )V,
en donde

H=H"+H"

es la matriz equivalente de una conexion serie-paralelo, la cual se obtiene sumando los parametros h de los bipuertos

individuales.

18



IV.3.5 Conexion Paralelo-Serie

Esta conexion se muestra en la figura 13(b) y se describe mediante los parametros g. El procedimiento para encontrar la matriz
equivalente es similar al de la conexién serie-paralelo. En este caso las restricciones de los bipuertos son las siguientes:

I=I'+I" 6)
V,=V,"+V;

y
Vi=n'=W’
L=I'=1% @7)
2 — 42 T 82

de manera que aplicando el par de Ecs.(16a) a las condiciones de las Ecs.(46) y (47) se obtiene
Ay A ATA By,B B 1B
I =gV +gply +g,\V, +gnl,
V=gl +enl + eV +enly
o bien
B A B
I = (glAl +g11)V1 +(g12 +g12)12

A B A B
V,= (gZI +g21)V1 +(g22 +g22)]2
y en forma matricial queda expresada como

el

en donde
G=G"'"+G*

es la matriz equivalente de una conexién paralelo-serie, la cual se obtiene sumando los parametros g de los bipuertos
individuales.

IV.4 Redes Basicas de Bipuertos

Existen estructuras basicas de bipuertos, con las cuales se pueden construir redes mas complejas. Si se conoce algun
parametro de una red basica de bipuerto, es posible determinar los pardmetros de una red mas compleja, mediante la
aplicacion las conexiones adecuadas, lo cual simplifica su analisis.

Las estructuras basicas de bipuertos se presentan en la Tabla 4.
Tabla 4 Redes Basicas de Bipuerto



O °] (e} O
Red L Red L
O O
(o] O
T o Estrella nt 0 Delta
O
En cuadro H
O O

Escalera




O—
O o <
o o)
T Derivada TT o Doble T
o —0
o ’o)
Puente o Celosia Puente o Celosia
Ejemplo: Determinar los Parametros Z de la Red T mostrada
Z 1 Z 3
Z 2
O O

Los parametros Z se obtienen con las expresiones siguientes:

Vl Z.. = l
zZ,, =— 12
11 I I,
1]1,=0 = 11;=0
Vv, vV,
Zy =+ Zp =

1 1,=0 2 115,=0
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Cuyas conexiones se muestran en la figura 14

Z, Z, Z,
—— I T
+ + +
I 1 <A> I/l Z2 v, Vl
Figura 14(a) Figura 14(b)

De donde las impedancias son:

V. V.
le=—1 =Zl'|'Z2 212=I_1 =Zz
Il 2 =0
12:0 1
V, S B
2 zZ,, = =/ +7Z
Zy = = Zz == ) 20
I 2 =0
1 11,=0

Se observa que hay dos configuraciones L en cascada.

Zl Zl
g —

+

[ 1
| I |
Na
oy
N
N

o]
+
n

(e

Se obtienen los parametros T a partir de los Z del Ejercicio anterior.
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(2, AZ ] 2+ 2, Z
7 Z,, Z, = 7= Z-
1 Zy L 1
Zy Zy L Z- -
Y como se explico, para una conexidn en cascada se cumple:
T =T7"T"
O bien,
"z +7. _z+z _7 |r % |
L5 |4t s g LFL | L g,
Zj 27 Z’ 1 1
T = 2 ? - : 2
L 1 L 1 Z +Z, 1 7 41
A L Z | 77 7 1

Por lo que, la funcién de transferencia a circuito abierto es

V, =z

z

21

11
Y se observa que a partir de t11

)

';+;‘+;
:‘)1 Z‘) Z‘)

De manera que la FTV para cualquier red en escalera de este tipo es:
2
VZ _ Zz
- 2 2
V. 3ZZ,+Z’+Z,

1

IV.5 Modelo Lineal y Funcién de Transferencia del Transformador

El transformador es un dispositivo que se basa en el acoplamiento magnético de dos inductores. Se utiliza tanto en circuitos
electrénicos como de potencia. En el primer caso su uso es para transformar la impedancia de la carga en un nuevo valor y
acoplar la impedancia de la fuente para maxima transferencia de potencia; para proporcionar una aislamiento de voltajes de
cd entre la fuente y la carga, y como circuitos de filtrado en conjunto con impedancias. En los circuitos de potencia se recurre
a los transformadores para establecer niveles de voltaje de ca que faciliten la transmision, la distribucion y consumo de potencia
eléctrica. Su principal analisis se enfoca en el estado senoidal permanente.

El transformador simple se forma cuando dos inductores lineales e invariantes en el tiempo se devanan en un solo nucleo para
asegurar el acoplamiento magnético. La figura 14 muestra el modelo del circuito, en el cual se observa que el transformador
se puede analizar como un bipuerto.
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Figura 14 El transformador analizado como un bipuerto.

Ya que los inductores son lineales e invariantes en el tiempo, cada flujo magnético es una funcion lineal de las corrientes con
coeficientes constantes. Esto es

@ (1) = Lii, (1) + M i, (?)
@, (1) = M i, (1) + Lyi, (2)

donde las constantes estan definidas como L+ la autoinductancia del devanado primario, L2 la autoinductancia del devanado
secundario y M = M12 = M21 son las inductancias mutuas, las cuales a su vez estan relacionadas con las autoinductancias

(48)

mediante M = k,/L,L, , siendo k el coeficiente de acoplamiento magnético.
Al aplicar la ley de Faraday a las Ecs. (48) se obtiene

di (¢ di (1
Vl(t):Ll idt)'i‘Mlz ;ﬁ ) o
v, (1)= M21 dll © +L2 dl;,gt)

o bien representando las Ecs.(49) en forma fasorial e impedancias quedan como

R1 "_M_‘-\ R2
s _e* "".._,l'."..',l'.'l,',. {l J i '"l,lll""l,l‘q".'l,.‘. 4 - - I
f L - ) ¢ - 1,
VS I::\__;__/} \ 1 L 1 ‘il li:- Il 2 \/’2 Z L
) ) 1:: )
’ «— [ —— ]

Figura 15 El transformador analizado como bipuerto terminado

V,=joLl +joMl

V,= joM| +joL,l , (50)
donde w es la frecuencia angular, ¢1, ¢2, I1, I2 son los favores de voltaje y corriente, respectivamente.
El par de Ecs.(50) corresponde al par de ecuaciones de los parametros de impedancias, Ecs.(6).

Si se considera ahora un transformador lineal practico, con resistencias R+ y R2 de los inductores del primario y secundario,
con un circuito de excitacion en las terminales del primario y una carga en las terminales del secundario, como en la figura 15,
entonces la correspondiente matriz del par de Ecs.(50) cambia a
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VI )]

en donde la matriz de impedancias es
(R + joL) JjoM
JjaoM (R, + joL,)

A partir de la matriz de impedancias Z, se determinaran cuatro caracteristicas del transformador terminado de la figura 15,
las cuales se pueden obtener aplicando las Ecs.(28), (33),(36) y (39)

Impedancia de Entrada Zen
o’ M*
(Z,+R,+ joL,)

21727

Z, +2z,,

en = le

:(Rl —I—ja)Ll)—l— (51)

Ganancia de Corriente o Funcion de Transferencia de Corriente /2/ |1

1, _ "Iy _ —jooM 62)
l, Z,+z,, Z,+R,+joL,

Ganancia de Voltaje o Funcion de Transferencia de Voltaje V2 / V1
Va_ ZuZ, - JoMZ, (53)

Vi z2,Z,+z,2— 22y (R +joL)(Z,+R,+ joL,)+ao’M*

Ganancia de Voltaje o Funcion de Transferencia de Voltaje V2 / Vs

A _ 22, _ JjoMZ,

V. (z20+Z)(z2,+Z,)—2y2y (R +jOL+Z)(R,+joL,+Z,)+o’M*

s

IV.5.1 El Transformador Ideal

El transformador ideal es un transformador sin pérdidas (R+= R2=0), con acoplamiento unitario (k=7) y las autoinductancias
son infinitas (L1=L2=), aunque su cociente es finito, relacionadas con la inductancia mutua mediante M = \/E .

Un parametro caracteristico que describe al transformador ideal es la relaciéon de vueltas n definido como

donde N7y N2 son los numeros de vueltas del primario y secundario respectivamente. A su vez, n esta relacionada con las
autoinductancias L1y L2 mediante

2
Ll Nl
Bajo estas consideraciones, a continuacion, se determinaran las cuatro caracteristicas del transformador con base en las
que se obtuvieron para el transformador lineal practico. Aplicando la Ec.(51) la impedancia queda como
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2 2
Z,= lim joL + oM

~ lim JoLZ, + joL, (ja)L2)+a)2M2
LysLy > Z, + joL,
= lim L2 gy g JOLZL
Lo 7+ jol, e Z, L+ jo
— ZL

2
n

La funcién de transferencia de corriente /2 / I+ se determina a partir de la Ec.(52), tomando en cuenta la relacién de vueltas n.

1, _ lim —JjoM —joM /L,
, bbb Z +jol, Z,/L,+ jo
L lim M _—JLL,

I, bboe L L,

L_ M_ 1

I, N, n

La funcién de transferencia de voltaje V2/ V1 se obtiene de la Ec.(53) quedando como

v, ) joMZ,

—== lim — > —
Vi, bbkoejolZ, —o'LL,+o"M

— lim JoMZ, /L, _ lim M
L,L, > Ja) L, L, —>o Ll

r

h_n

N

Se observa que, una vez definidos los parametros de un bipuerto se puede obtener de manera practicamente directa las
caracteristicas externas que definen una red configurada como bipuerto.

Conclusiones

Los circuitos y redes eléctricas se pueden analizar mediante la técnica de bipuertos cuidando las restricciones que lo definen.
Los bipuertos permiten caracterizar una red eléctrica a través de sus parametros, asi mismo, los diversos circuitos equivalentes
y formas de conexién que se derivan de los bipuertos facilitan grandemente en analisis de los circuitos eléctricos. Una gran
variedad de aplicaciones utiliza esta técnica para su analisis y disefio, por mencionar algunas, la que se describe en este
trabajo el transformador, filtros, circuitos resonantes, lineas de transmision, y otras de caracter mas especifico.
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