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Apéndice A

Representacion de circuitos eléctricos
lineales e invariantes en el tiempo
mediante ecuaciones diferenciales

Para poder llevar a cabo el estudio y anédlisis de un sistema en general (circuito eléctrico en particular) es necesario
contar con una representacién o modelo del mismo. El establecimiento del prototipo de un sistema fisico constituye
la etapa mas critica en el estudio, andlisis y diseno de los sistemas ya que debe relacionar de manera cuantitativa
las diversas variables del mismo. Un modelo se podria definir como una representacion de los aspectos esenciales
de un sistema, que implican un conocimiento de su comportamiento y que se puede emplear de forma util. Para
que la representacién o modelo tenga alguna utilidad, no debe ser tan complicado que no se pueda entender y por
consiguiente inadecuado para el andlisis; o ser tan simple y trivial hasta el punto en que las predicciones sobre su
funcionamiento sean burdas e incongruentes.

Existen dos tipos de circuitos eléctricos, circuitos de pardmetros concentrados ycircuitos de parametros distribuidos.
Baste decir aqui, que en un elemento eléctrico concentrado de dos terminales, el voltaje y la corriente asociados a
él, son cantidades bien definidas en todo instante de tiempo.

Cuando se analizan circuitos eléctricos resistivos, un modelo se obtiene a partir de un conjunto de ecuaciones de
nodo o de ecuaciones de malla, las cuales son ecuaciones algebraicas. Sin embargo, para circuitos con elementos que
almacenan energia, tales como inductores y capacitores, las ecuaciones que los modelan ya no son mas algebraicas.

Los circuitos eléctricos que seran analizados y en general todos los sistemas estan integrados por elementos inter-
conectados. Para cada elemento existen leyes fisicas que pueden representarse por relaciones matematicas entre las
variables asociadas a tal elemento. Dichas leyes se denominan leyes de elemento. Ademéas de éstas existen otras,
llamadas leyes de conjunto que relacionan las variables de los diversos elementos que constituyen el circuito eléctrico.

Los circuitos eléctricos que se estudian en esta asignatura se pueden modelar por medio de una ecuacién diferencial
lineal ordinaria de la forma

N " M "
Z_%an ok d‘z,(f) = Z_%bn(t)d dtff) (A1)

Esta ecuacién describe un sistema lineal de orden N, donde N representa la maxima derivada de la tnica salida del
circuito eléctrico y M, es la maxima derivada de la unica entrada del circuito eléctrico.

Por otro lado, si los coeficientes en la ecuacién (A.1) no dependen del tiempo, es decir son constantes, entonces la

ecuacién
N

dy(t) <L dra(t
Zan%ﬁ) - z:ob"dt"() (A.2)

n=0

describe un circuito eléctrico lineal e invariante en el tiempo, fijo o estacionario.



La solucién de la ecuacién (A.1) o (A.2) consta de dos partes, la primera de ellas, cuando la entrada es nula, se
denomina funcién complementaria (de los matematicos cldsicos), respuesta natural o respuesta libre. Actualmente,
se acostumbra de llamarla respuesta de entrada cero, y se debe a la energia almacenada en el sistema. La otra parte
de la solucién es la solucién de la ecuacién no homogénea y es la integral particular (de los mateméticos cldsicos),
solucién particular o respuesta forzada. Se le conoce como respuesta de estado cero (o respuesta de estado de energia
inicial nula), lo que indica que la energia inicial es cero y se debe por entero a la entrada. Matemadticamente, lo
anterior se expresa de la siguiente manera

y(t) = y(t)zi + y(t)=s (A.3)
La respuesta de estado cero de un sistema lineal y causal descrito por la ecuacién (A.1), estd dada por la siguiente
expresion
t
y(t)z = / x(T)h(t, 7)dr (A4)

Y la respuesta completa de un sistema lineal caracterizado por la ecuacién (A.2) es de la forma

oo

N
y(t) = Cne™' + / o(T)h(t — 7)dT (A.5)

n=1 o

donde las s, son las raices de la ecuacidén caracteristica y se conocen como eigenvalores o simplemente wvalores
caracteristicos.

N
Z ans" =0 (A.6)
n=0

La integral de la ecuacién (A.5), correspondiente a la respuesta de estado cero recibe diversos nombres, entre otros
integral de convolucion, integral de Helmholtz o integral de superposicion. El término convolucién aparece més fre-
cuentemente, pero el término de superposicion es mas descriptivo, no sélo por la naturaleza de la integral en si
misma, sino porque nos recuerda que sélo se aplica para los sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

Por otra parte, las definiciones de respuesta transitoria y de respuesta de estado permanente, se pueden proporcionar
de manera concisa. La respuesta transitoria es la parte de la respuesta completa que se hace cero cuanto t tiende a
infinito. La respuesta de estado permanente es la parte de la respuesta completa que no se hace cero cuanto t tiende
a infinito.

Ejemplo A.1 Encuentre el voltaje del capacitor v.(t), para —oco < t < 0o, de la red eléctrica que se muestra en la
figura A.1.

/C‘/O\;Z\/ in()
.
2u_s (1) [A] CD 5H ve (t) 0.05 F CD 1[A]
in(t) Vi)

Figura A.1. Red eléctrica de segundo orden.

Como la red eléctrica en cuestion es lineal, es posible aplicar el principio de superposicién. Con las condiciones
iniciales nulas. Los valores de voltajes y corrientes eléctricas, se determinan teniendo presente que antes de que
la fuente de corriente independiente de la izquierda se active en t = 0, la red eléctrica se encuentra en estado
permanente, y la corriente eléctrica de la fuente de corriente independiente de la derecha fluye completamente (de
derecha a izquierda) a través del resistor y del inductor. jPor qué?

Entonces
ir(t) = —1[A] vgr(t) = —40 [V]
ip(t) =1[A] vr(t) =0 [V]
ic(t) =0 [A] vr(t) =40 [V]



Para determinar el efecto de la otra fuente de corriente independiente, se obtiene a continuacién la ecuacién dife-
rencial que lo describe o modela (Se pone en circuito abierto la fuente de corriente independiente de 1 [A]). Las

ecuaciones de conjunto, se obtienen a partir de las leyes de Kirchhoff. De la LCK se deduce

is(t) = ir(t) +ir(t)
i (t) +ic(t)

De la LVK

vr(t) = vr(t) + ve(l)

= Rig(t) + vc(t)
= Ric(t) + ve(t)
dve(t
= RC t
a + ve(t)
dir(t) dve(t)
L = t
i RC ot ve(t)
considerando la ecuacién (A.7) en la ecuacién anterior
d .. , dis(t) d*vo(t
L—|is(t) —ic(t)| =L - LC
gt 1ot —ic(t)] dt dt?
dvc(t
= RC——~ t
RC dt + vc( )
agrupando términos
d*vo(t)  Rdvo(t) 1 1 dig(t)
- = ) = —
w I a DT a
sustituyendo valores de los pardmetros
dPuc(t)  _dvo(t) di(t)
4 =2
72 +8 7 + dvc(t) 0 7
La ecuacién caracteristica es
s +8s+4=0
por lo que los valores caracteristicos son
s1=—4+2V3
S1 = —4 — 2\/§
Por consiguiente, la respuesta al impulso resulta
h(t) = % {(4 +2V/3)e 2V (g 2\/§)e<42ﬁ>t} u_1(t)

Y el voltaje del capacitor de estado cero (debido a la fuente de corriente independiente i4(t) = 2u_1(t)) es

Ve s (t) = /OO h(t — T)x(r)dr = /OO h(r)x(t — 7)dr

—0o0 —0o0

= % / b {(4 +2V3)em(H2VAT _ (g Nﬁ)ﬂ““ﬂ u_1(7)2 u_1(t — 7)dr

t
= 1—\/% [(4 +2v/3)e VAT _ (4 — 2\/5)6(42‘5)7} dr
0

V3

Finalmente, la respuesta debida a ambas fuentes de corriente independientes, es por consiguiente

(A7)

(A.10)

(A.11)



10
Ve,. = 40 + 7 [e*(4+2\/§)t _ 67(472\/5)?“71@)

Se debe percatar que la funcién escalén unitario se utiliza inicamente para enfatizar que la funcién a la que estéa
multiplicando sélo tiene validez para t > 0.



Apéndice B

Ecuaciones diferenciales y funcién de
transferencia

Considere un sistema lineal e invariante en el tiempo con una sola entrada x(t) y una sola salida y(t). Si se puede
describir por una ecuacion diferencial, entonces los coeficientes seran constantes y para un sistema de orden N la
descripcién estd dada por la ecuacién (B.1)

N n M "
Zan%ff) = and (*) (B.1)
n=0

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial se obtiene:

N N n N N n
Z ans"Y (s) — Z an{ Zyk_l(o_)s"_k} = Z bps" X (s) — Z bn{ ka—l(o—)s"—’“} (B.2)
n=0 k=1 n=0

n=1
donde y*~1(07)[2*~1(07)] es la (k — 1)-ésima derivada de y(t)[z(t)] evaluada en t = 0~.

Despejando a Y(s)

Z an{ Zyk 1(0_)5”_’“} Z by, s™ Z bn{ Zxk_l(o_)s”_k}
n=0 k=1

Y(s) = | + | o=t k=L (B.3)
Z ans™ Z ans” Z ans™
n=0 n=0 n=0
o en forma simbdlica
Y (5) = Yauls) + Vau5) (B.4)

La transformada inversa de Laplace del primer término de la derecha de la ecuacién (B.4) es la respuesta de entrada
cero, mientras que la transformada inversa de Laplace del segundo término de la derecha es la respuesta de estado
cero. La funcién de transferencia se define como la razén de transformada de Laplace de la salida a la transformada
de Laplace de la entrada cuando todas las condiciones son nulas. Luego entonces

M
E b, s"
n=1

H(s) = = FH0T) =y 07) =0 (B.5)

- N
g ans”
n=0
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Apéndice C

Medidor de potencia

L-OUT

N N L-IN

TC

® NEUTRO DE LA LINEA
L

CA 110 [V] ~ 250 [V]
CARGA

VIVO DE LA LINEA

Figura C.1. Diagrama para medir la potencia promedio de una carga eléctrica.

1. Instrucciones de alambrado (de izquierda a derecha)

L-OUT: Alambre rojo del Transformador de Corriente (TC).
N: Alambre negro del Transformador de Corriente (TC).

N: Neutro de la linea.
L-IN: Vivo de la linea.

2. Instrucciones del botén

a) Presione brevemente el botén para encender/apagar la luz de fondo.

b) Presione més tiempo (3 [s]) para eliminar las lecturas de energia (kwh) anteriores.

11



3. Verifique la direccién de la flecha en el TC
La direccién invertida no permite realizar las lecturas de la potencia y el factor de potencia.
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Apéndice D
El Amplificador Operacional

El amplificador operacional se puede considerar, esencialmente, una fuente de voltaje controlada por voltaje en
el que la ganancia de voltaje diferencial, A4, es muy grande. El modelo elemental del amplificador operacional se
exhibe en la figura D.1. Este dispositivo electrénico consta de varias terminales, pero por simplicidad, en la figura
no se muestran todas.

U1 —————O
+

Ay (’Ul = ’Ug) i_> Vo

Vg o—m— L——————————o

Figura D.1. Modelo fundamental del Amplificador Operacional.

En la figura D.2 se observa el simbolo para representar al amplificador operacional. La terminal (I) es la terminal
de entrada inversora, la (2) corresponde a la la terminal de entrada no inversora y la nimero 3) es la terminal de
la salida.

V1 o—1+ +
+ v,
Vo

-V

O

71

Figura D.2. Simbolo del amplificador operacional. ~ Figura D.3. Amplificador operacional ideal con sus termi-
nales de alimentacion.

El amplificador operacional tiene varias caracteristicas importantes que lo hacen muy versatil en un niimero ingente
de aplicaciones. No obstante, nuestro estudio se enfoca unicamente al modelo del amplificador operacional ideal y
del cual sélo se tienen en cuenta tres caracteristicas. A saber: la impedancia de entrada se puede considerar infinita
mientras que la impedancia de salida nula, como se puede apreciar en la figura D.1. Si la ganancia A, se considera
infinita, entonces al llevar a cabo el andlisis de un circuito eléctrico que contenga un amplificador operacional, en
el par de terminales de entrada ambos voltajes son simultdneamente idénticos, como se visualiza en la figura D.3.

Para clarificar estas ideas, considere del circuito eléctrico de la figura D.4, del cual se desea encontrar la relacién
Vo(s)

entre el voltaje de salida V,(s) y el voltaje de entrada V;(s), esto es, la funcién de transferencia H(s) = Vis)
i\S

13



Figura D.4. Amplificador operacional con retroalimentacién negativa.

A partir del andlisis por nodos y después de que se ha transformado la fuente de voltaje V; en una fuente de corriente,
la ecuacién de nodos resulta

(Z+ 7+ = )vo - (F v =75

Pero dado que V(s) = 0, jpor qué?, se tiene

asi

Vols) _ _ Ze(s)

= — D.1

Vi) 2 (-0
es la relacion entre los voltajes de la salida y la entrada que se busca.
R, 1
VVV §ES
R.
Vie—ANN—— N
Lo Ve AAN—
Vo

Figura D.5. Amplificador de voltaje inversor de ganancia
finita. Figura D.6. Integrador.

Si las impedancias Z.(s) y Z,.(s) se sustituyen por las resistencias R. y R, respectivamente, como se muestra en
la figura D.5; se tiene el amplificador inversor de ganancia finita. Su relacién entrada-salida es

Vo(t) = —%vi(t) (D.2)
Asimismo, para el circuito eléctrico de la figura D.6, es asequible demostrar que la relacién entrada-salida es
1 t
vo(t) = R J, v;(T)dT 4+ v,(0) (D.3)

Los resultados anteriores se pueden generalizar, al considerar el teorema de superposicién. De manera que la senal
en la terminal de la salida del amplificador operacional de la figura D.7 es
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R R, R !

Vie—AAN ANN— Vie—AAN | <

|
R Ry
ee—"\NV\ - Vao—AN/\ —
v,
Rs + Ry +
Vie—\ N\ Vyo—ANN—

Figura D.7. Sumador. Figura D.8. Integrador.

R’I" Rr R

V() = — [Rlvl(t) + R—zvg(t) + Rgvg(t)}

y la correspondiente al amplificador operacional de la figura D.8, resulta

vo(t) = _{0131 /Ot vy (r)dr + CIRQ/; va(r)dr + Cle/Ot U3(T)d7] +00(0)

Finalmente, se encuentra la relacién entrada-salida de los circuitos eléctricos de la figura D.9.

A%

SV n

——o -——o0
° > + + +
+ +
Vo
V; Ry V;
o o o

(a) (b)

Figura D.9. (a) Amplificador de voltaje no inversor de ganancia finita. (b) Seguidor de voltaje.

En el circuito eléctrico de la figura D.9a, en primer lugar, se debe notar que

vg(t) = vi(1)

y que la ecuacién de nodos para el nodo () es

con las dos ecuaciones anteriores y algebra elemental, se tiene

Ri 4+ Ro Ry
i v;(1) ( + R, ) vi(t)

Este circuito eléctrico se denomina amplificador de voltaje no inversor de ganancia finita.

Vo ()

O

Vo

(D.4)



El circuito eléctrico de la figura D.9b es un caso particular del que se muestra en la figura D.9a; si se considera que
Ry = oo (circuito abierto) y Re = 0 (corto circuito). Por lo que la relacién entrada-salida, a partir de la ecuacién
B.4, resulta ser

Uo(t) = vi(t) (D-5)

este circuito eléctrico recibe el nombre de sequidor de voltaje. También se conoce como amplificador de aislamiento
(buffer amplifier) pues separa o afsla a un circuito eléctrico de otro.
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Apéndice E

Material para las practicas del
Laboratorio de Circuitos Eléctricos

1 Capacitor de 0.22 pF'

1 Capacitor de 270 pF

1 Capacitor de 560 pF

1 Capacitor de 2.7 nF

1 Capacitor de 5.6 nF'

1 Capacitor de 22 puF

4 Capacitores de 0.01 pF

4 Capacitores de 0.1 pF

1 Resistor de 56 €2, 10 Watt

1 Resistor de 100 2,0.5 Watt

1 Resistor de 470 2,0.5 Watt

2 Resistores de 2200 ,0.5 Watt

2 Resistores de 100000 €2,0.5 Watt
2 Resistores de 1000000 £2,0.5 Watt
3 Resistores de 10000 £2,0.5 Watt
11 Resistores de 1000 €2, 0.5 Watt

1 Diodo 1N4001 o equivalente

2 Pilas de 9 Volts

1 Trimpot de 100000 €2

1 Amplificador Operacional TL082 o equivalente

1 Reactor de 20 watts para lampara fluorescente
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