PRACTICA 8

Teoremasderedes

Objetivo. Comprobacion experimental de los teoremas de Sustitucion, Tellegen, Superposicion, Théveniny
Norton y Reciprocidad.
Que el alumno se familiarice con tales teoremas y sea capaz de utilizarlos ya sea para obtener la
solucién de problemas tedricos y préacticos o para simplificar el andlisis de redes o circuitos
compleos.

Teoriabasica
|. Teorema de Sustitucion.

Este teorema al igua que el teorema de Tellegen es general y se puede aplicar a circuitos lineales 0 no
lineales, variantes o invariantes en el tiempo. Se restringe su uUso a circuitos de pardmetros concentrados o sea
que satisfagan las leyes de Kirchhoff y ademas que sean deterministicos; es decir, que no haya incertidumbre
acercade los voltgjesy corrientes de rama.

El teorema establece que si en unaramak arbitraria, no acoplada a ninguna otra rama, circula una corriente ji
y en sus terminales hay una diferencia de potencial Vy, dicha rama puede sustituirse por una fuente
independiente ideal de corriente de valor jx o unafuente independiente ideal de voltaje de valor Vy.

Si d circuito modificado tiene solucion Unica para las corrientes y voltajes de rama, dichas corrientes y
voltagjes de rama son idénticos alos del circuito original.

Prueba del Teorema.
Considere una rama k, arbitraria, que no esta acoplada a ninguna otra rama, donde jx es la corriente que

circula por ellay Vi es la diferencia de potencial que hay entre sus terminales. Suponga gue dicha rama es
comin alasmallasa y b, como muestralaFig. I.1.

W] L

Figural.l. Seccion arbitraria de un circuito.
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Paralamallaa, delasegundaley de Kirchhoff, se tiene

Ve =V, - Vs + Vg - Vy (1.1)
asimismo, paralamallab se cumple

V, =V, +V, +V, (1.2)
Si laramak se modifica poniendo en paralelo una fuente de voltaje de valor V\, como muestralaFig. 1.2.(a),

lasEcs. (1.1) y (1.2) no se modifican.

jk jk

1 3 1

ol | o — v S

@ (b)
Figural.2. (a) Fuenteideal de voltaje en paralelo con un circuito h. (b) Circuito equivalente.

El circuito de la Fig. 1.2(a) es equivalente a circuito de la Fig. 1.2(b); esto puede demostrarse mediante la
primera ley de Kirchhoff aplicada alos nodos 1y 2 en cada uno de los circuitos. Como consecuencia de lo
anterior, si el circuito h entre los nodos 1y 2 se sustituye por una fuente independiente ideal de voltgje de
valor Vy las leyes de Kirchhoff del circuito original no se ateran.
Experimentos a realizar
Experimento |
Armeel circuito delaFig. 1.3.

a) Midaladiferenciade potencial de unade las pilas.

b) Ajuste E hastaqueV, seaigua a voltgje de la pila medido anteriormente. Una vez logrado esto, no varie
en lo sucesivo el valor deE.

C) MidaVl,Vz,ngV4.

d) Compare los valores calculadosde Vy, V,, V3y V,4 con los vaores medidos en el inciso anterior. En caso
de que haya diferencias explique las posibles causas.
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+ E,=9V
R, =R,=R,= 1kW

R,=R,=R,=10kw

Figural.3. Circuito de tres mallas.

Experimento |1

a) Conecteotrapilaentrelosnodosay b tal como muestralaFig. 1.4.

b) MidaVy, Va, Vay Va.

¢) Compare los valores medidos en el inciso anterior con los valores del inciso |.c).

d) ¢Qué concluye?

b

Figural.4. Circuito para comprobar el teorema de sustitucion.

Experimento 111

Figural.5. Circuito en el que se ha aplicado el teorema de sustitucion.
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a) Desconecte las ramas entre los nodos ay b del circuito de la Fig. 1.3. El circuito modificado se muestra
enlaFig. |.5.

b) Repitalosincisosll.b), Il.c)y Il.d).

Equipo necesario.

1 Fuente de alimentacién

1 Multimetro.

Material necesario.

3 Resistestores de 10 kW, 1/2 watt

3 Resistores de 1 kW, 1/2 watt

2 Pilasde 9 volts

Cuestionario previo.

1. DeterminelosvoltgesVy, V,, V3y V4 del circuito delaFig. 1.3; considere E» 12.0 V.
2. DeterminelosvoltajesVy, V,, V3 y V4 del circuito delaFig. 1.4.
3. DeterminelosvoltajesVy, V,, V3y V4 del circuito delaFig. 1.5.

4. Qué se puede concluir?

1. Teoremade Tellegen.

El teorema establece que en un circuito deb ramasy | mallas se cumple

=
I Qoo

V=0 (11.2)

1

donde jx y V representan la corriente y el voltaje de la k-ésima rama, respectivamente.

Este teorema tiene que ver directamente con €l principio de conservacion de la energia. Ya que el producto
iV representa la potencia suministrada o consumida en la k-ésima rama; la Ec. (I1.1) nos dice que la
potencia que se suministraaun circuito esigual ala potencia que se consume en dicho circuito.

Este teorema es de carécter general y puede aplicarse a un circuito lineal o no lineal, variante o invariante en
el tiempo; la Unica restriccion es que se deben satisfacer las leyes de Kirchhoff, circuito de pardmetros
concentrados, y que €l circuito sea deterministico.

Prueba del teorema.

Considere un circuito de b ramas y n nodos, 1o que implica que el nimero de mallases| =b - (n- 1) sin
considerar lamalla externa. Asigne alamallaexternael nimero| + 1. Sean I, e |, las corrientes de malla de
las mallas a y b, respectivamente. Suponga que laramak es comln alas mallas a y b como se muestraen la
Fig. 1.1y sea V,, ladiferenciade potencial en dicharama

Entonces

Vi =l - 1o NVap (11.2)
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Figurall.l. Unaramaarbitrariak, comin alasmallasa y b.
gue también puede escribirse como
Vi = (1p - 1a Moa (11.3)

sumando las Ecs. (11.2) y (11.3)
) 1
Jka :2((Ia- Ib)Vab +(Ib- . )WVap
s seconsideran ahoralasb ramasy | + 1 mallas
b .
3 iV :Eailbilﬂa - 16)Vap (1.4)
Notese que si no hay unaramacomin alasmallasay b, entonces
Vg =0
LaEc. (11.4) puede escribirse de la siguiente manera

1141 g+l 0 1l +1
& & = — & 1,64
a=1

b .
& | V,=—al,ca
VR T 20 a(?313:1 ab o 2b=

vab% (11.5)

1+1 . |
donde para cada a, i V., eslasumade todoslosvoltajesderamadelamallaay, paracadab, i
b=1

a=

1
Vg €5
1

la suma de todos los voltgjes de rama de la malla b. De la segunda ley de Kirchhoff, cada una de estas
sumatorias es cero y por consiguiente

E=10V,R;=Ry=22kWy R, = R3 = 18 kW

Figurall.2. Circuito de dos mallas, sin considerar |la malla externa, con un elemento no lineal, diodo.
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Experimentos a realizar
Experimento |
Armeel circuito delaFig. I1.2.

Mida los voltajes V1, Vo, V3, V4, Vs ¥ Vg y apartir de estos, determine las corrientes jy, jz, js, ja js Y je- Para
realizar esto es necesario conocer el valor exacto de las resistencias, midalas con ayuda del multimetro.

a) Compruebelaprimeraley de Kirchhoff enlosnodos by e del circuito.
b) Compruebe la segundaley de Kirchhoff enlasmallas| y Il del circuito.
Experimento |1

Armeel circuito delaFig. 11.3.

+

E=10V,R;=Rs =18 kWy R, = R; =22 kW
Figurall.3. Circuito de dos mallas, sin considerar la malla externa, con un elemento no lineal, diodo.

, .U u U U U U . . U U U U U U
Midalosvoltages V1,V2,V3,Va, Vs Y Vg Y apartir de estos, calcule las corrientes 1, iz, i3, ia, isY is-

@) Repitalosincisosa) y b) del experimento |.

b) Con losdatos obtenidos en los experimentos | y 11 verifique que se cumplen las siguientes expresiones

2 Vyj, =0 ° v, . =0
a - a =
k=1 Kk k=1 ki

6 U g U U

a Vikj =0 & Vkj,=0
k=1 k=1

c) ¢Qué concluye?
Equipo necesario
1 Fuente de alimentacion

1 Multimetro

Material necesario

2 Resistores de 22 kW, 1/2 watt
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2 Resistores de 18 kW, 1/2 watt
1 diodo BY 127 o equivaente

Cuestionario previo

1. Para el circuito delaFig. 11.4, desarrolle las Ecs. (11.4) y (11.5).

Figurall.4. Circuito de cinco ramasy tres nodos.

I11. Teorema de Superposicion.

Este teorema puede aplicarse Unicamente a circuitos lineales, variantes o invariantes en el tiempo, de
parametros concentrados. El teorema establece que la respuesta de estado cero de un circuito debido a varias
fuentes de entrada actuando simultdneamente, es igual a la suma de las respuestas de estado cero debidas a
cada una de las fuentes de entrada actuando por separado.

Prueba del teorema.

Larespuesta de estado cero y,(t), de un circuito cuyo modelo en variables de estado es
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
(t)=clt)x(t)

esta dada por la siguiente expresion

=

y,(t)= 5c® E 61 )B( ) uft) d (11.1)

donde u(t) es el vector de entrada de dimension (rx1) de laforma u(t)T = [ul(t) uy(t) - ur(t)] y que puede
expresarse cComo

enfthy 00 €0
g0y anlly &0y
¢.ue.d e u
u)=g . g*e - a**e - g=ault) (11.2)
& aeé u e a '
é u é u é u
¢.ue.d e
eotll §o0f &, (1)

y E(t,l ) es la matriz de transicion de estados de dimension (nxn) y que se puede determinar a partir de la
siguiente expresion
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Ftt)=1+ s A1)l + 5 A( ) All )y +..
t

0 to to

Larespuesta de estado cero Yas, (t) debidaalai-ésimafuenteindependiente, esta dada por

Vi, (t)= oCOE (L1 )B( ) u(1 ) dl (11.3)
2894 0

comparando las Ecs. (111.1) y (111.3) y teniendo en cuentaalaEc. (111.2), setiene
Yalt)= 4 ¥as,(0)

comprobandose el teorema.

Experimentos a realizar

1kwW 1 kW
a
Fuente de
BladV = 1okw C) dlimentacion
- 0]
pila9Vv
b

Figuralll.l. Circuito lineal paracomprobar el teorema de superposicion.

1kwW 1kw

+
10 kW C) vV

Figuralll.2. Circuito de lafiguralll.l con unafuente de voltaje cancelada.
Experimento |
Armeel circuito delaFig. I11.1.
a) Midaladiferenciade potencia V g,
Sustituya lapilade 9V por un corto circuito. VealaFig. 111.2
b) Midaladiferenciade potencia V.
Vuelva a conectar la pilay ahora sustituya la fuente de alimentacion por un corto circuito. VealaFig. 111.3.

¢) Midaladiferenciade potencia Vgp:.
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1kW i 1 kW

E — 10 kW

bll
Figuralll.3. Circuito delaFig. I11.1 con una fuente de voltaje cancelada.
d) CompruebequeVa =Vay + Ve cOnayuda de las lecturas obtenidas en losincisos a), b) y ).

e ¢Qué concluye?

Experimento 11

Alambre el circuito delaFig. I11.4y repitalosincisos del experimento I.

1kw a 1lkw
1
™~

+
E— 10 kw <> 0oV

(o

Figuralll.4. Circuito no lineal.

Equipo necesario

1 Fuente de alimentacion

1 Multimetro

Material necesario

2 Pilasde 9 volts

2 Resistores de | kW, 1/2 watt

1 Resistor de 10 kW, 1/2watt

1 diodo BY 127 o equivaente

Cuestionario previo

1. Determine parael circuito delaFig. I11.1 ladiferencia de potencia V .

2. Determine parael circuito delaFig. I11.2 la diferencia de potencia V.

3. Determine parael circuito delaFig. I11.3 la diferencia de potencial Vy-y,-.
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4. Verifique con los resultados anteriores que

Va=Vap + Varp

IV. Teoremadel circuito equivalente de Thévenin'y Norton.

Este teorema puede aplicarse a circuitos lineales variantes e invariantes en el tiempo y de parametros
concentrados.

El teorema considera la situacion que se muestraen el circuito de laFig. 1V.1. Es importante hacer notar que
la tnica interaccion entre € circuito lineal y la carga arbitraria es la corriente i que circula a través de ésta,
ningun otro tipo de acoplamiento es permitido.

a —>
+
Circuito v Carga
lineal arbitraria
b

FiguralV.1. Circuito linea con una carga arbitraria.
Si € circuito lineal se sustituye por su circuito equivalente de Thévenin o su circuito egquivalente de Norton;
tanto la corriente i en la carga como la diferencia de potencial V en sus terminales no se modifican.
Circuito equivalente de Thévenin.
El circuito eguivalente de Thévenin consiste de una fuente de voltaje V¢, en serie con el circuito que se

obtiene del circuito original a cancelar todas las fuentes independientes de voltaje y de corriente y con las
condicionesiniciaes nulas. Las fuentes dependientes no se modifican. LaFig. 1V.2 ilustraestaidea.

a a

0 ————o0
+

Circuito lineal con sus
Circuito Y fuentes
lineal ca independientes
canceladas

— —O—

b b
Vca
@ (b)

FiguralV.2. (a) Circuito lineal. (b) Su circuito equivalente de Thévenin.
Donde €l valor de lafuente de voltaje V., esigua aladiferencia de potencial que aparece entre los nodosa y

b, cuando se desconecta la carga. Esta diferencia de potencia V¢, es causada por las fuentes independientes y
las condicionesiniciales.
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Circuito equivalente de Norton.

El circuito equivalente de Norton consiste de una fuente de corriente i en paralelo con e circuito que se
obtiene del circuito original a cancelar todas las fuentes independientes y las condiciones iniciales. La Fig.
IV.3ilustraestaidea

a a
Circuito lineal con sus i
Circuito i fuentes G>Cc
lineal “y independientes

canceladas

O

b b
@ (b)

FiguralV.3. (a) Circuito lineal. (b) Su circuito equivalente de Norton

Donde el valor delafuente de corrientei.. esigual alacorriente que circulaentrelosnodosa y b0 cuando se
cortocircuitala carga. Lacorriente i es causada por las fuentes independientes y las condicionesiniciales.

Es importante recalcar que sobre la carga arbitraria no se ha hecho ninguna suposicién, a excepcién de que no
hay ningln tipo de acoplamiento entre ella y el circuito lineal, pudiendo ser la carga lineal o no lineal,
variante o invariante en el tiempo.

Prueba del teorema.

A continuacién se demuestra Unicamente el teorema correspondiente al equivalente de Norton. El teorema de
Thévenin se puede demostrar de manerasimilar.

El primer paso consiste en sustituir las condiciones iniciales por fuentes independientes. Un capacitor con un
voltgjeinicial puede sustituirse por otro capacitor descargado en serie con unafuente de voltaje de valor igua
a voltge inicial y una inductancia con una corriente inicial puede sustituirse por otra inductancia con
corriente inicial nula en paralelo con una fuente de corriente de valor igual al delacorrienteinicial.

Aplicando €l teorema de sustitucion, la carga arbitraria de la Fig. V.1 se sustituye por una fuente de voltaje
devalorigua aV. VealaFig. 1V .4.

Circuito +
lineal v v CD

FiguralV.4. Circuito para demostrar el teorema de Norton.
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La corriente i, en €l circuito de la Fig. V.4, se puede considerar como la respuesta de estado cero debida a
dos conjuntos de fuentes, a saber: la fuente de voltagje que sustituye ala cargay las fuentes independientes del
circuito lineal. Como el circuito es lineal se puede determinar su vaor empleando e teorema de
superposicion.

Lacorrientei, debidaalafuente de voltaje V cuando se cancelan las fuentes independientes y |las condiciones
iniciales del circuito lineal; puede calcularse mediante la expresion siguiente

. t
iot)= gh(t,t)V(t)dt (IV.1)

Donde h(t, t) es la respuesta al impulso del circuito lineal, es decir, la respuesta del circuito lineal en el
tiempo t cuando se aplica un impulso unitario en €l tiempo t, con las fuentes independientes cancel adas.

La corriente debida a las fuentes independientes del circuito lineal a cancelarse la fuente de voltaje V de la
Fig. IV.4 esi.. Por consiguiente, lacorrientetotal i eslasumadei, eic, 0 sea

i(t)=i(t) +i(t) = sh(t, V() dt +ig(t) (IV.2)
0

Al sustituir €l circuito lineal delafigura V.1 por su circuito equivalente de Norton, el resultado es el que se
muestraen laFig. IV.5.

-5 a N
Circuito lineal con i
susfuentes Carga
independientes * arbitraria
canceladas
b

FiguraIV.5. Circuito equivalente de Norton.

Aplicando la primeraley de Kirchhoff en el nodo a setiene
i(t)=i(t) +ic(t) = sh(t, OV (t)dt +i(t) (IV.3)
0

LaEc. (1V.3) esidénticaalaEc. (IV.2), por lo que queda demostrada la validez del teorema.

Experimentos a realizar

Experimento |

Armeel circuito delaFig. I1V.6.

a) Midaladiferenciade potencia Vg, = V.

b) Desconecte el resistor Ry midala diferencia de potencia V,, = E.

¢) Con lasiguiente expresion determine laresistenciainterna de lapila
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I

| I
| [
| I
| I
| I
Pila | !
i — | R=470 W
| - I
| I
| I
| I
| I
I |

FiguralV.6. Circuito paracalcular el circuito equivalente de Thévenin de unapila

d) Sustituyael resistor de 470 W por uno de 100 Wy repitalosincisos a), b) y c).

€) Determine los circuitos equivalentes de Thévenin y Norton de la pila.

Experimento |1

Armeel circuito delaFig. IV.7.

I
i |
i |
i |
i |
i |
Fuentede | |
aimentacion i ——  E I R=470W
i - |
i |
i |
i |
i |
i |

FiguralV.7. Circuito paracalcular €l circuito equivalente de Thévenin de la fuente de alimentacion.
ParaE=5V
a) Midaladiferenciade potencial en el resistor V,, = Vg.
b) Desconecte € resistor Ry midaladiferenciaV,, = E.

c) Determine los circuitos equivalentes de Thévenin y Norton de lafuente de alimentacion.
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Equipo necesario

1 Fuente de alimentacion
1 Multimetro

Material necesario

1 Resistor de 470 W, 1/2 watt
1 Resistor de 100 W, 1/2 watt
1 Pilade 9 volts

Cuestionario previo

Ddl circuito h linea e invariante en el tiempo, formado por resistencias y fuentes de voltaje de cd, se tiene la

informacion mostrado en laFig. 1V.8.

a
+
Qi rcuito
i r:\l/nareﬁlatj e 1ov
h
-0
b

FiguralV.8. Circuito lineal e invariante en el tiempo.
1. Determine su circuito equivalente de Thévenin.

2. Determine su circuito equivalente de Norton.

V. Teorema de Reciprocidad.

Circuito
lineal e
invariable
h

5V

Este teorema presenta mas restricciones, ya que solo se puede aplicar a circuitos lineales e invariantes en €l
tiempo que no contengan fuentes independientes ni dependientes, y que satisfagan las leyes de Kirchhoff.

Laidea basica que establece este teorema es que en un circuito que satisface |as restricciones mencionadas se
pueden intercambiar la entrada y la respuesta, sin que esta Ultima se modifique para una entrada dada.

A continuacién seilustran las tres situaciones que pueden presentarse.

Primer caso:

El teorema aseguraque si
U
Vv, (t)=Vi(t) paratodot
entonces

U
io(t) =ig(t) paratodot
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Y C) Circuito
AN reciproco

1 2
1 2
AN
I0
L Circuito
\ reciproco
1 2
Figura V.1 Primer caso del teorema de reciprocidad.
Segundo caso:
1 2
i -
Circuito
CD reciproco
1 2
1 2
o
+
v Circuito
° reciproco
o
1 2

Figura V.2. Segundo caso del teorema de reciprocidad.

El teoremaaseguraque si
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i(t)= i?(t) paratodot

entonces
V]
V, (t) =V, (1) paratodot
Tercer caso:
1 2
+
Vv + Circuito
AN reciproco Vo
1 2
1 2
AN
IO
Circuito N
VL reciproco I CD
1 2
FiguraV.3. Tercer caso del teorema de reciprocidad.
El teorema aseguraque si
U
V, (t) =i (1) paratodot (Adimensionalmente)
entonces
U . .
Vo (t)=io(t) paratodot (Adimensionalmente)

Experimentos a realizar

Experimento |

Armeel circuito delaFig. V 4.

a) Midaladiferenciade potencia V, en R,y calcule el valor delacorrientei,.

A continuacion arme el circuito delaFig. V.5.
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[o10ka r L R=I0KQ|
AVATAY AN e N r—
v,
47 nf i,
= 22 k0 g
y
I' 2

FiguraV.4. Circuito reciproco.

V=6

o = 4006 1 rad/seg

U ~
b) Midaladiferenciade potencial Vo, en R,y calcule el valor delacorriente |y.

c) Delaslecturas obtenidas en losincisos @) y b), anteriores. ¢;Qué concluye?

V=6

1 R,= 10k r L 33 k0 ,
AT AT AN
~
1“.1}
47 nf == 22 k2 g
/
I 2
Figura V.5. Circuito reciproco.
R =3.3 k(X
] 10k pila L “ -
ANN— —\\A—o—
gV LTI v
L
47 nf
S 22 k0 g

1]

FiguraV.6. Circuito no reciproco.
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R, =10k}
i pila
— o EAA— A AAM—TTY
Pt ;. Lt
,\_rl [ i 1
5 g
L, T nf

Figura V.7. Circuito no reciproco.

Experimento 11

Armeel circuito delaFig. V.6.

a) Midaladiferenciade potencia V,en R,y calcule el valor delacorrientei,.

A continuacion arme el circuito que se muestraen laFig. V.7.

U
b) Midaladiferenciade potencial Vo, en R,y calculed vaor delacorriente io.

U

c) Delaslecturas obtenidas en losincisos a) y b), anteriores. ¢{Qué concluye?

Equipo necesario
1 Fuente de alimentacién

1 Multimetro
1 Solenoide

Material necesario

1 Pilade9volts

1 Capacitor de 47 hf

1 Resistor de 10 kW, 1/2 watt
1 Resistor de 22 kW, 1/2 watt
1 Resistor de 3.3 kW, 1/2 watt

Cuestionario previo

Demuestre el Teorema de Reciprocidad.
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