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Objetivo de aprendizaje

Constatar experimentalmente los Teoremas de Sustitucion, de Tellegen, de Superposicion, de Thévenin y Norton y
de Reciprocidad.

Familiarizar al estudiante con la naturaleza de tales teoremas, y asi ser capaz de comprender y entender su potencial
para determinar la solucién de problemas tedricos y practicos o simplificar el estudio, analisis y sintesis de redes
eléctricas complejas.

Teorema de Sustitucion

El teorema es de caracter general y se puede aplicar a redes eléctricas lineales o no lineales, variantes o invariantes
en el tiempo. Su aplicacion se restringe a redes eléctricas de pardmetros concentrados o sea que satisfagan las leyes
de Kirchhoff y que ademds sean deterministicas, es decir, que no exista incertidumbre acerca de los voltajes y las
corrientes eléctricas de rama.

El teorema asevera que si en una rama k arbitraria, no acoplada a ninguna otra rama, circula una corriente eléctri-
ca jr vy en sus terminales hay un voltaje vy, dicha rama puede sustituirse por una fuente independiente ideal de
corriente de valor ji o por una fuente independiente ideal de voltaje de valor vg.

Si la red eléctrica modificada tiene solucién unica para todas las corrientes eléctricas y voltajes de rama, dichas
corrientes y voltajes son idénticos a los de la red eléctrica original.

Prueba del teorema

Considere una rama k, arbitraria, que no estd acoplada a ninguna otra rama de la red eléctrica. Sean Jj la corriente
que circula por ella y Vj el voltaje presente entre sus terminales. Suponga que dicha rama es comun a las mallas «
y 3, como se observa en la figura 1.
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Figura 1. Seccién arbitraria de una red eléctrica.

Para la malla «, de la segunda ley de Kirchhoff, se tiene
Ve=Va—Vs—=Vs—V7 (1)

Asimismo, para la malla 3, se cumple
Vi=Vi+Va+ V3 (2)

Si la rama k se modifica poniendo en paralelo una fuente independiente ideal de voltaje de valor Vi, como se muestra
en la figura 2, las ecuaciones (1) y (2) no se modifican.
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Figura 2. (a) Red eléctrica arbitraria. (b) Fuente independiente ideal de voltaje en paralelo con una red eléctrica
arbitraria 7. (¢) Red eléctrica equivalente.

La red eléctrica de la figura 2(a) es equivalente a la red eléctrica de la figura 2(c). Lo anterior se demuestra al aplicar
la primera ley de Kirchhoff a los nodos (I) y ) en cada una de las redes eléctricas de la figura. Como consecuencia
de lo anterior, si la red eléctrica 7 entre los nodos (I) y (2) se sustituye por una fuente independiente ideal de voltaje
de valor V}, las leyes de Kirchhoff de la red eléctrica original no se alteran.

La prueba del teorema, cuando la sustitucién se lleva a cabo por una fuente independiente ideal de corriente es
completamente similar.



Teorema de Tellegen

El teorema de Tellegen asevera que en una red eléctrica de b ramas y [ mallas se cumple

b
ij V = 0 (3)
k=1

donde j v vi representan, respectivamente, la corriente eléctrica y el voltaje de la k-ésima rama de la red eléctrica.

Este teorema esta intimamente relacionado con el principio de la conservacion de la energia. Puesto que el producto
de ji v representa la energia por unidad de tiempo que se suministra o se consume en la k-ésima rama; la ecuacion
(3) establece que la potencia que se suministra a una red eléctrica es igual a la potencia que se consume es dicha red.

Este teorema es de caracter general y se puede aplicar a una red eléctrica lineal o no lineal, variante o invariante
en el tiempo; la tnica restriccion es que se deben satisfacer las leyes de Kichhoff, es decir, la red eléctrica debe ser
de pardmetros concentrados y deterministica.

Prueba del teorema

Considere una red eléctrica de b ramas y n nodos, lo que implica, en consecuencia, que el nimero de mallas' es
Il =b—(n—1) sin considerar la malla externa. A la malla externa se le asigna el nimero [ + 1. Sean I, e Iz las
corrientes de malla de las mallas « y 3, respectivamente. Suponga que la rama k es comin a las mallas o y  como
muestra la figura 3 y a través de ella circula la corriente jj cuando el voltaje es v, = vq3.
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Figura 3. Rama arbitraria k, comtun a las mallas a y 3.

Entonces

gk vk = (la — Ig) vap (4)
que también se puede escribir como

gk vk = (Ig — 1a) Vga (5)

Sumando las ecuaciones (4) y (5)

‘ 1
Jk Uk = 5 {(Ia —Ig)vap + (Ip — Ia)vﬁa}

al considerar las b ramas y las [ 4+ 1 mallas de la red eléctrica

l+1 +1

ijvk— ZZ o = Ip) vap (6)

alﬁl

Se debe advertir, que si no hay una rama que sea comun a las mallas o y 3, entones v,5 = 0.

1Definicién de malla: trayectoria cerrada que no contiene ninguna rama en su interior. Malla externa: trayectoria cerrada que contiene
todas las ramas.



La ecuacién (6) se puede escribir de la siguiente manera

b 1 I+1 I+1 1 1+1 I+1
S vk_zzfa(zvaﬂ> - zfﬂ(zw) @
k=1 B=1

a=1 B=1 a=1
I+1 1+1
donde para cada «, Z Vo €s la suma de todos los voltajes de rama de la malla o y, para cada £, Z Vo €s la
p=1 a=1

suma de todos los voltajes de rama de la malla 5. Dado que se ha supuesto que se satisfacen las leyes de Kirchhoff,
de la segunda ley, cada una de estas sumas es igual a cero y por consiguiente

b
> ikvk=0
k=1



Teorema de Superposicién

Este teorema se aplica tnicamente a redes eléctricas lineales, variantes o invariantes en el tiempo, de pardmetros
concentrados. El teorema senala que la respuesta de estado cero de una red eléctrica debido a varias fuentes in-
dependientes de entrada actuando simultdneamente, es igual a la suma de las respuestas de estado cero debidas a
cada una de las fuentes independientes de entrada actuando por separado.

Prueba del teorema

La respuesta de estado cero y,s(t), de una red eléctrica cuyo modelo en variables de estado es

estd dada por la siguiente expresion

Yzs(t) = | C(t)®(t,0) B(o) u(o)do + D(t) u(t) (9)

donde u(t) es el vector de entrada, de dimensién (r x 1), de la forma wu(t)” = [u1(t) ua(t) -+ ur(t)] y que se puede
escribir como

ur(t) ui(?) 0 0
u(t) = UQ:(t) = ? - uzz(t) +o ? = w() (10)
un(t) 0 0 wy|

y ®(t,0) es la matriz de transicion de estados, de dimension (n xn), y que se puede encontrar a partir de la siguiente
relacion

g g

t t t Ok—2
P(t,to) = I+ A(J)da—l—/ Alo) A(oy)dordo+- - -+/ Alo) Aoq)-- / A(og—1)dog—1---dordo+---
to to to to to to
(11)

La i-ésima respuesta de estado cero @Z(t) causada por la i-ésima fuente independiente de entrada, estd dada por

yﬁi(t)=/0 C(t) 2(t,0) B(o) w,(t)do + D(t) u,(t) (12)

Comparando las ecuaciones (9) y (12) y teniendo en cuenta a la (10), se tiene

Yzs(t) = Z@i(t) (13)

comprobandose asf la validez del teorema.



Teorema del circuito equivalente de Thévenin y Norton

Este teorema se asigna tinicamente a las redes eléctricas lineales, variantes o invariantes en el tiempo y de parametros
concentrados. El teorema considera la situacién que se presenta en la figura 4. Es importante destacar que la unica
interaccién entre la red eléctrica lineal y la carga arbitraria es la corriente eléctrica i(t) que circula a través de ésta,
ningun otro tipo de acoplamiento se permite.

—
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Figura 4. Red eléctrica con una carga arbitraria.

Si la red eléctrica lineal se sustituye por su circuito equivalente de Thévenin o por su circuito equivalente de Norton;
tanto la corriente eléctrica i(¢) como el voltaje v(t), en la carga eléctrica arbitraria, no se modifican.

Circuito equivalente de Thévenin

El circuito equivalente de Thévenin consiste de una fuente independiente de voltaje e,.(t) en serie con una red
eléctrica que se obtiene de la red original al cancelar todas las fuentes independientes de corriente y de voltaje? y
con las condiciones iniciales nulas, n,. Las fuentes dependientes no se modifican. La figura 5, aclara esta idea.
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€oc(t) arbitraria
canceladas - -

Clircuito equivalente

"o +|§= | ———————©°

de Thévenin
(a) (b)

Figura 5. (a) Circuito eléctrico equivalente de Thévenin. (b) Voltaje de circuito abierto eyc(t).

El valor de la fuente independiente de voltaje e,.(t) es igual al voltaje entre los nodos @ y @, cuando se desco-
necta la carga arbitraria. Este voltaje e,.(t) es causado por las fuentes independientes y las condiciones iniciales.

Circuito equivalente de Norton

El circuito equivalente de Norton consiste de una fuente independiente de corriente is.(t) en paralelo con una
red eléctrica que se obtiene de la red original al cancelar todas las fuentes independientes de corriente y de volta-
jey con las condiciones iniciales nulas, 1,. Las fuentes dependientes no se modifican. La figura 6, esclarece esta idea.

2Las fuente independientes de voltaje se sustituyen por corto-circuitos y las fuentes independientes de corriente se sustituyen por
circuitos-abiertos.
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Figura 6. (a) Circuito eléctrico equivalente de Norton. (b) Corriente de corto circuito is.(t).

El valor de la fuente independiente de corriente is.(t) es igual a la corriente eléctrica que circula entre los nodos @

y @, cuando se cortocircuita la carga arbitraria. Esta corriente is.(t) es causado por las fuentes independientes y

las condiciones iniciales.

Es importante subrayar que sobre la carga arbitraria no se ha hecho ninguna suposicion, a excepciéon de que no hay
ningin tipo de acoplamiento entre ella y la red eléctrica lineal. Lo anterior implica que la carga arbitraria puede
ser lineal o no lineal, variante o invariante en el tiempo.

Prueba del teorema

A continuacién se demuestra unicamente el teorema correspondiente al equivalente de Noton. El teorema de Théve-
nin se demuestra de manera semejante.

El primer paso consiste en sustituir las condiciones iniciales por fuentes independientes. Un capacitor con voltaje
inicial se puede sustituir por un capacitor descargado en serie con una fuente independiente de voltaje de valor
igual al voltaje inicial y una inductancia con corriente eléctrica inicial se puede sustituir por una inductancia con
corriente eléctrica inicial nula en paralelo con una fuente independiente de corriente de valor igual al de la corriente
inicial.

Aplicando el teorema de sustitucion, la carga arbitraria de la figura 4 se sustituye por una fuente independiente de
voltaje de valor igual a v(¢), como se muestra en la figura 7.
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Figura 7. Red eléctrica para demostrar el teorema de Norton.

La corriente eléctrica i(t), en la figura 7, se puede considerar la respuesta de estado cero producida por dos conjuntos
de fuentes independientes, a saber: la fuente independiente de voltaje que sustituye a la carga arbitraria y las fuentes
independientes de la red eléctrica lineal.

Como la red eléctrica que resulta es también lineal, la corriente eléctrica i(t) se puede determinar empleando el
teorema de superposicion.



Una componente es la corriente eléctrica i,(t) debida a la fuente de voltaje v(t), cuando se cancelan las fuentes
independientes y las condiciones iniciales de la red eléctrica lineal; se obtiene mediante la expresion siguiente

io(t):/o h(t,7)v(r)dr (14)

donde h(t, 7) es la respuesta al impulso de la red eléctrica lineal, esto es, la respuesta de la red en el tiempo ¢ cuando
se aplica un impulso unitario en el tiempo 7, con sus fuentes independiente canceladas.

La otra componente es la corriente eléctrica debida a las fuentes independientes de la red eléctrica lineal al cancelar

la fuente independiente de voltaje v(t) de la figura 7 es i..(t). Por consiguiente, la corriente eléctrica total i(t) es la
suma de i,(t) e i..(t), 0 sea

i(t) = i (1) + ie(t) = /0 h(t, )o(r)dr + ige(t) (15)

Al sustituir la red lineal de la figura 4 por su circuito equivalente de Norto, el resultado se muestra en la figura 8
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Figura 8. Circuito eléctrico equivalente de Norton y carga arbitraria.
Al aplicar la primera ley de Kirchhoff en el nodo @ resulta

i(t) = io(t) + icelt) = / Bt 7)o(r)dr + ioe(t) (16)

La ecuacién (16) es idéntica a la (15), por lo que queda demostrada la validez del teorema.



Teorema de Reciprocidad

El teorema de reciprocidad tiene una aplicacion mas restringida, pues sélo se destina a redes eléctricas de parame-
tros concentrados, lineales e invariantes en el tiempo y que no contengan fuentes independientes ni dependientes y

tampoco giradores®.

El quid fundamental del teorema es que cuando se aplica a un sistema fisico, la entrada y la salida se pueden inter-
cambiar sin que se modifique la respuesta del sistema para una senal de entrada dada. La linea telefénica constituye

el paradigma de lo anterior.

Considere una red eléctrica lineal e invariante en el tiempo, constituida por resistores, inductores, inductores acopla-
dos, capacitores y transformadores. Se acostumbra, emplear el simbolo 7,, para designar a las redes que satisfacen

estas condiciones.

1. Asercién. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 9.
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Figura 9. Primer aserto del teorema de reciprocidad.

El teorema de reciprocidad afirma que para cualquier topologia y valores de los elementos de la red eléctrica
N, que lo constituyen y para toda forma de onda de la fuente independiente de voltaje e,, las corrientes
eléctricas de corto circuito

En términos de la funcién de transferencia

A Ja(s)

() 2 20 a %ls)

Eo(s)

= Ylg(s)

2. Asercion. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 10
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Figura 10. Segundo aserto del teorema de reciprocidad.

3Inversor de impedancia positivo, esto es, si, Z;, es la impedancia de la carga, entonces Zentrada = aQ/ZL.
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El teorema de reciprocidad asiente que para cualquier topologia y valores de los elementos de la red eléctrica
N, que lo constituyen y para toda forma de onda de la fuente independiente de corriente i,, los voltajes de

circuito abierto
V2 (t) = i)\l (t) Vit

De igual manera, en términos de la funcién de transferencia

Z51(s) 2 ‘I/:((::)) = Z12(s) 2 ‘I/i((j))

3. Asercién. Considere las configuraciones de redes eléctricas que se muestran en la figura 11
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Figura 11. Tercer aserto del teorema de reciprocidad.

El teorema de reciprocidad sostiene que para cualquier topologia y valores de los elementos de las redes
eléctricas 1, que lo constituyen y para toda forma de onda de las fuentes independientes, si i,(t) y e,(t) son
iguales para todo t, entonces

Prueba del teorema

Este teorema se valida con el auxilio del teorema de Tellegen. De acuerdo a las configuraciones planteadas por el
teorema y considerando direcciones de referencia asociadas, es obvio que

b
Vi(s)J1(s) + Va(s)Ja(s) + Y Vi(s)J(s) = 0 (17)

k=3

Y b
Vi(5)J1(s) + Va(s)Ja(s) + > Vils)Jk(s) =0 (18)

k=3

Si la k-ésima rama de la red eléctrica es un resistor, un capacitor o un inductor, entonces es cierto que
Vk(S)Jk(S) = Jk(S)Zk(S)Jk(S) = Jk(S)Vk (19)

donde Z(s) es la impedancia de la k-ésima rama. Si las ramas m y n fueran dos inductores acoplados o las ramas
de un transformador ideal, entonces

Vi (8) T (8) + Vi (8) T (8) = Vi (8) T (8) + Vi (8) T (5) (20)
Yy

Teniendo presente las ecuaciones (19) y (20), se puede inferir que las sumas de las ecuaciones (17) y (18) son iguales

y por consiguiente

Vi(s)J1(5) + Va(s)Ja(s) = Vi(s)J1(s) + Va(s) Ja(s) (21)
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1. Asercién. En la primera condicién, Vi(s) = E,(s) y Va(s) = 0. En la segunda condicién ‘72(5) = E,(s) y
Vi(s) = 0. Asi, de la ecuacién (21) se tiene

~

E,(s)J1(s) = Ey(8)J2(s)

2. Asercién. En la primera condicién, Ji(s) = —I,(s) y Ja(s) = 0. En la segunda condicién jg(s) =—I,(s) y
J1(s) = 0. Asi, de la ecuacién (21) se tiene
—Va(s)lo(s) = =Vi(s)lo(s)

3. Asercién. En la primera condicién, Ji(s) = —I,(s) y Va(s) = 0. En la segunda condicién Va(s) = E,(s) y
J1(s) = 0. Asi, de la ecuacién (21) se tiene
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