Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ingenieria

Bipuerto
LIT

Il h
11
— —
]

h12V>

VIOCSC

Bipuerto
A

| S —

(e
Bipuerto

- Bipuertos

Gloria Mata Herncindez

~ Departamento de Control y Robdtica

 Div Slon de Ingenieria Eléctrica
- 2024




INDICE GENERAL

1 Bipuertos 5
1.1 IntroducciOn . . . . . . . . . L e e e e e e e e e 5
1.2 RedesEléctricasde doS pPUEItos . . . . . . . . o o i i i i i e e e e e e e e e e e e e 6
1.3 Representacion matricial de bipuertos . . . . . . . . . . L e e e 7

1.3.1 Circuito Equivalente con Pardmetros de Impedancia (Z) . . . ... .. ... .. ... ... .. .... 7
1.4 Circuito Equivalente con Parametros de Admitancia (Y) . .. .. ... .. ... ... .. . ... 10
1.5 Circuito Equivalente con Pardmetros Hibridos (H) . . . . .. . . . . . . .. 12
1.6 Circuito Equivalente con Parametros Hibridos Inversos (G) . . . . . . .. .. .. . . . .. 14
1.7 Circuitos Equivalentes con parametros de Transmisiéon y Transmisién inversa (TyT’) . . . . . .. ... .. 14
1.8 Relaciéon entre Pardmetros del Bipuerto . . . . . . . . . . . .. L 15
1.9 Andlisisdel bipuertoterminado . . . . . . . .. L e e 18
1.10 Conexidnes entre BIpUertos . . . . . . . . . . o 0 i i i it e e e e e e e e e e 21
1.10.1 Conexi6nenCascada . . . . . . . . . . o i i i e e e e e e e e e e 21
1.10.2 ConexiOn N SErie . . . . . . . v it i e e e e e e e e e e e e 22
1.10.3 ConexidnenParalelo . . . . . . . . . . e 23
1.10.4 Conexion Serie-Paralelo. . . . . . . . . . . . e 23
1.10.5 Conexién Paralelo-Serie . . . . . . . . . . . e e 24
1.11 Redes Basicasde Bipuertos. . . . . . . . . . . i i i i e e e e e e e e e e 25
1.12 Modelo Lineal y Funcion de Transferencia del Transformador . . . . . . . . ... ... ... ... ... .... 27
1.13 ElTransformadorIdeal . . . . . . . . . . . . e 29






Capitulo .

BIPUERTOS

Las redes de dos puertos, o bipuertos, se caracterizan por tener un circuito con cuatro terminales, o dos pares de termi-
nales: uno de entrada y otro de salida, conocidos como puertos. Estos se encuentran presentes en numerosos sistemas
eléctricos y electronicos de telecomunicaciones, entre otros.

A diferencia del enfoque convencional del andlisis mediante métodos de redes eléctricas, que se centra en la determina-
cién de voltajes y corrientes en las diversas ramas del circuito, el concepto de bipuerto permite caracterizar un circuito
mediante sus pardmetros, generando un modelo matematico que simula y condensa su comportamiento.

En el andlisis de bipuertos, se establecen relaciones entre los voltajes y corrientes presentes en los pares de terminales,
bajo ciertas condiciones, lo que permite caracterizar completamente el circuito mediante los pardmetros del bipuerto.

Un circuito bipuerto puede ser abordado desde dos perspectivas: como un sistema con interconexiones y componen-
tes internos, en cuyo caso se realiza una caracterizacion tedrica; o bien, puede ser tratado como una caja negra, donde
la caracterizacién se lleva a cabo practicamente mediante la medicién de voltajes y corrientes en sus terminales, y su
relacién.

Los bipuertos, o redes de dos puertos, son fundamentales en una amplia variedad de aplicaciones en ingenieria eléctrica
y electrénica debido a su capacidad para representar sistemas complejos de manera simplificada. Algunas de las aplica-
ciones mas comunes de los bipuertos:

En anélisis de circuitos eléctricos y electronicos: Los bipuertos proporcionan una manera eficiente de analizar y compren-
der el comportamiento de circuitos eléctricos y electrénicos, ya que permiten simplificar la representacién de sistemas
complejos en términos de sus pardmetros caracteristicos.

En el disefio de sistemas de comunicacién, como antenas, amplificadores, filtros y transceptores, los bipuertos son utili-
zados para modelar y analizar el comportamiento de estos dispositivos en términos de su respuesta de entrada y salida,
facilitando asi el disefio y la optimizacién de los sistemas.

En el campo de la distribucién de energia eléctrica, los bipuertos se utilizan para modelar y estudiar el comportamiento
de sistemas de transmisién y distribucién, permitiendo predecir el flujo de energia, analizar la estabilidad del sistema y
disefiar medidas de proteccién y control.

En cuanto a aplicaciones de electrénica de potencia, como convertidores de energia, inversores y rectificadores, los bi-
puertos son empleados para representar y analizar la interaccion entre diferentes componentes del sistema, como fuentes
de alimentacidn, cargas y dispositivos de conmutacion.

En el disefio de circuitos integrados, los bipuertos son utilizados para modelar y analizar la interconexion entre diferentes
bloques funcionales, facilitando la verificacién del disefio, la optimizacién del rendimiento y la reduccién de los tiempos
de desarrollo.
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En sistemas de control y automatizacién, los bipuertos son empleados para modelar y analizar la interaccién entre los
sistemas fisicos y los controladores, permitiendo disefiar y optimizar algoritmos de control para mejorar la estabilidad, la
precision y la eficiencia del sistema.

Los bipuertos son herramientas fundamentales en una amplia variedad de aplicaciones en ingenieria eléctricay electréni-
ca, proporcionando una manera eficiente de representar, analizar y disefar sistemas complejos de manera simplificada.
Su versatilidad y capacidad para modelar la interaccién entre diferentes componentes hacen que sean indispensables en
el desarrollo de tecnologias modernas.

En este contexto, se presenta la metodologia para la determinacién teérica de los pardmetros del bipuerto, que incluyen
impedancia (Z), admitancia (Y'), hibridos (H), hibridos inversos (G), transmisién (7') y transmisién inversa (7). Ademas,
se obtienen estos parametros en diversas configuraciones comunes de bipuertos, lo que facilita su interconexion, ya sea
en serie, paralelo o en cascada.

Redes Eléctricas de dos puertos

Las redes eléctricas con dos terminales especificadas, que incluyen fuentes e impedancias pueden representarse me-
diante circuitos equivalentes de Thévenin y Norton, los cuales simplifican el analisis de circuitos con respecto a ese par
de terminales. El concepto de circuito equivalente puede generalizarse a redes de tres y cuatro terminales, éstas tltimas
llamadas bipuertos.

El bipuerto es una red eléctrica, la cual tiene dos pares de terminales, uno que representa la entrada y el otro la salida.
Es de gran utilidad cuando se requieren conocer las caracteristicas externas de la red. En caso contrario, los métodos de
andlisis de redes permiten determinar los voltajes y corrientes en cualquiera de sus elementos.

El anélisis de redes mediante la técnica de bipuertos permite caracterizar por completo la red, ya sea con o sin fuentes ex-
ternasy carga conectada a la red, Esto implica determinar caracteristicas como funciones de transferencia, impedancias,
equivalentes de Thévenin y Norton, entre otros. Ademads, facilita la determinacién de circuitos equivalentes que simplifi-
can enormemente el andlisis de una red compleja.

En la Figura 1.1 se muestra el bloque constitutivo de un bipuerto lineal e invariante en el tiempo (LIT) el cual puede
incluir impedancias, fuentes dependientes, independientes y/o fuentes debidas a condiciones iniciales de los elementos
que integran la red del bipuerto, con terminales 1 — 1’ y 2 — 2/ agrupadas en pares. El bipuerto debe cumplir con la
propiedad de que la corriente neta que entra a cada par de terminales es cero, es decir, I; = I e I; = I». En esta figura se
indican las polaridades de referencia de los voltajes y las direcciones de referencia de las corrientes.

— 0 3
_’ <—

N I Bipuerto I i

Vi Va

_ L LIT I _
-«— —

~— | — o

1’ - g 2/

Figura 1.1: Bloque que constituye un bipuerto.

El anélisis de circuitos mediante bipuertos puede llevarse a cabo de dos formas: la analitica, calculando los voltajes y
corrientes en sus terminales si se conoce el circuito que integra el bipuerto; y a través de la medicién de los voltajes y
corrientes en sus terminales considerando el bipuerto como una caja negra.
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Representacion matricial de bipuertos

En el analisis con bipuertos, las tinicas variables de interés son las que definen los puertos Iy, I, V1, y V» . La descripcién
mads general del bipuerto se lleva a cabo en a través de la Transformada de Laplace de las variables, mediante el uso de la
variable s. Un caso particular es el andlisis en estado senoidal permanente en el cual se puede hacer uso de los fasores. En
este sentido, las variables del bipuerto se denotardn como I, I, V;, V5, correspondiendo a la Transformada de Laplace
de i1, 19, U1 Y va.

De estas cuatro variables dos son dependientes y dos independientes. Las posibles combinaciones se listan en la Tabla 1.1
junto con los parametros del circuito equivalente con el cual estdn asociados. De manera particular, hay seis formas en
las que se combinan las cuatro variables, generando seis conjuntos de ecuaciones las cuales pueden considerarse como
tres pares de relaciones mutuamente inversas.

El primer conjunto de variables (pardmetros Z) relaciona los voltajes de entrada y salida, V; y V» del bipuerto como funcio-
nes de las corrientes de entrada y salida, I; e I> del mismo, el segundo conjunto (pardmetros Y) proporciona las relaciones
inversas, esto es, las corrientes de entrada y salida, I; e 5 del bipuerto como funciones de los voltajes de entrada y salida,
V1 y V> del mismo. Los pares de variables de los parametros H y G son relaciones inversas al igual que los parametros de
TyT’, como se observa en la Tabla 1.1.

Variables Variables Parametros del
independientes | dependientes | circuito equivalente
I, Ip Vi, Vo Impedancia Z
Vi, Vo I, I, Admitancia Y
I, Vs Vi, I Hibrida H
i, Iz I, V, Hibrida inversa G
Vo, —1Is Vi, I Transmisiéon 7'
Vi, -1 Vo, Ip Transmisién inversa 7"’

Tabla 1.1: Variables de Entrada y de Salida de un Bipuerto.

1.3.1 Circuito Equivalente con Parametros de Impedancia (Z)

El caso general de andlisis del bipuerto LIT de la Figura 1.1, es el que incluye impedancias, fuentes independientes y
dependientes. Para determinar la red equivalente con parametros de impedancia, consideremos los voltajes V; y V, como
las variables dependientes, y las corrientes I; e I, asi como las fuentes independientes Vica v Vaca (si existen), dentro
del bipuerto como las variables independientes, obteniendo el par de Ecs. (1.1).

Vi=zinlhi+z12 o+ Vica

(1.1)
Vo =201 11 + 220 I+ Vaca
las cuales se pueden expresar en forma matricial como
V1 211 12 L Vica
= + (1.2)
Vs 291 299 Iy Vaca

o bien
V=ZI+Vca (1.3)
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donde la matriz

es la matriz de impedancias a circuito abierto, z;; son llamados parametros de impedancia a circuito abierto y Vo 4 es el
vector de Voltajes a Circuito Abierto debido a las fuentes independientes dentro del bipuerto. Ya que la red es lineal, se
puede aplicar el principio de superposicién para obtener los voltajes V; y V5 a través de las contribuciones de cada fuente
independiente actuando una a la vez.

Las componentes de V; y V5 causadas por las fuentes independientes dentro de la red se determinan haciendo I; = I, =0
(terminales 1y 2 en circuito abierto), como se ilustra en la Figura 1.2. Los valores resultantes de V; y V, se llaman voltajes
a circuito abierto, esto es:

Vica="1 I =0 Vaca =Va I =0 (1.4)
I, =0 I, =0
1 _ N 2
1 T. Bipuerto 4—_ 1
I = LIT I, =
V; V-
rea con fuentes 204
N independientes R
1 , | J 2 ’

Figura 1.2: V14 y Voc 4 se determinan haciendo I; = I, = 0.

La componente de V; debida a la corriente I; se determina haciendo [ = 0 (terminal 2 abierta) y todas las fuentes
independientes dentro del bipuerto también se fijan a cero en la Ec. (1.1), esta condicién se muestra en la Figura 1.3(a).
Por lo que, la contribucién de V; debida a I es

V1 0 = 211]1 (1-5)

I, =
FIT=0
donde F'II = 0 denota las Fuentes Independientes Internas fijadas a cero y z;; es laimpedancia de entrada en el puerto 1

con el puerto 2 a circuito abierto. A partir de la Ec.(1.5) se determina z;; y de manera similar se determinan el resto de las
constantes de proporcionalidad.

1 ( ) 2 1 ( ) 2
Bipuerto —— -—— Bipuerto
i -«— i -«—
I, LIT I, =0 + + I, =0 LIT I
Vi con fuentes Vo Vi con fuentes Vo
independientes — — independientes
fijadasacero [———o ————— fijadas acero
1’ L J 2/ 1’ L J 2/
(a) (b)

Figura 1.3: (a) Los pardmetros z;; y 221 se determinan haciendo cero I y todas las fuentes independientes internas. (b)
Los parametros z15 y 220 se determinan haciendo cero I y todas las fuentes independientes internas.

Las constantes z11, 221, 212 Y 222 Se llaman pardmetros z o de impedancia a circuito abierto del bipuerto y se describen
como
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211 Vl 212 E
Li| In=0 I,y| I1 =0
FIT =0 FIT =0
(1.6)
Va Va
221 I I=0 222 Tz I, =0
FIT =0 FII =0

donde

z11 = Impedancia de entrada vista desde el puerto 1 cuando el puerto 2 estd abierto
Impedancia de transferencia cuando el puerto 2 estd abierto

Z21
z12 = Impedancia de transferencia inversa cuando el puerto 1 esta abierto
222 = Impedancia de salida vista desde el puerto 2 cuando el puerto 1 esté abierto

Por lo tanto, los pardmetros de impedancia pueden ser calculados o medidos abriendo primero el puerto 2 y determinado
los cocientes V; /1, y Vo /I;, como se indica en la Figura 1.3 (a), y luego abriendo el puerto 1 y determinando los cocientes
V1/I2 y Va/I5, como se muestra en la Figura 1.3 (b).

Las Ecs. (1.4) y (1.6) sintetizadas en la Ec. (1.3), caracterizan por completo al bipuerto de la Figura 1.1. Un caso especial
de importancia del bipuerto de la Figura 1.1 es aquel que no contiene fuentes independientes dentro de él. En este caso

Vea = 0ylaEc. (1.2) se modifica a
211 212 L
= (1.7)
221 %22 I

V==ZI

de manera que se siguen cumpliendo las mismas condiciones analizadas, quedando ahora los pardmetros de impedancia
como

%1
Vs

o bien

V1 1
211 = 7 212 = 7/
h I,=0 I I,=0
(1.8)
2z Ve z Ve
21 = 57— 22 = &
h I,=0 I I,=0

Existen varios circuitos equivalentes que cumplen con el par de Ecs.(1.1), por lo que el bipuerto de la Figura 1.1 puede
reemplazarse por las redes de la Figura 1.4, ya sea que el bipuerto contenga o no fuentes independientes internamente.

Z11 Z22 zZ11 Z22
— — —— — — —e
* T 21212 Zlel <T2 * t T <T2 +
\Z1 Va Vi z12 1> i_ i— za1h Va
 w) O )
(a) (b)

Figura 1.4: Red equivalente del bipuerto con parametros de impedancia (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes
independientes.
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Circuito Equivalente con Parametros de Admitancia (Y)

Otra forma de obtener un equivalente del bipuerto de la Figura 1.1, es tomando las corrientes I; e I como variables
dependientes y los voltaje V;, V5 asi como las fuentes independientes (si existen) dentro del bipuerto como las variables
independientes. Esta consideracién permite plantear el par de ecuaciones de parametros de admitancia.

I =y Vi+y12 Vo — Iice

(1.9)
Iy = yo1 Vi + 922 Vo — Ixce
que en forma matricial quedan como
5L Y11 Y12 Wi Lice
= — (1.10)
I Y21 Y22 Va Ircco
o bien
I=YV —Icc (1.11)
donde
Yy Yy
Y _ 11 12
Y21 Y22

es la matriz de admitancias de corto circuito con parametros y;;, Icc es el vector de corrientes de corto circuito y re-
presenta las contribuciones de las corrientes que salen del bipuerto debidas a las fuentes independientes y condiciones
iniciales (si existen) de los elementos dentro del bipuerto.

De nuevo, se aplica el principio de superposicién para plantear las ecuaciones para I; e I como una combinacién lineal
de las componentes de corriente causadas por las fuentes de voltaje externas y las fuentes independientes dentro del
bipuerto. Esto es, las componentes I;c¢ € Iocc se determinan haciendo V; = V5, = 0 (poniendo en corto las terminales
1—1'y2—2), como se ilustra en la Figura 1.5.

1 ) . 2
-«— Bipuerto —
Licc LIT I>cce
Vi=0 con fuentes V2 =0
independientes
1’ ) ’ 2’

Figura 1.5: Las corrientes ;¢ € Iocc se determinan haciendo V; = V, = 0.

I . N L N b
1 — . -«— 2 1 — . -«— 2
Bipuerto Bipuerto

+ LIT LIT +

Vi con fuentes Vo=0 Vi=0 con fuentes Vs

_ independientes independientes _

fijadas a cero fijadas a cero
1’ . J 2/ 1’ L y 2/
(a) (b)

Figura 1.6: Conexiones para determinar los pardmetros y;;. (a) y11 Y y21, (b) Y12 ¥ y22.

Las corrientes resultantes de I,c¢ e Iocc se llaman corrientes de corto circuito, esto es:
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Lico=—-1

Vi=0 Ircc = —1 Vi =0 (1.12)
Vo=0 Vo=0

A partir de las Ecs.(1.9), la componente de I; debida al voltaje V; se determinan haciendo cero tanto V; (corto circuito en
las terminales 2 — 2') como todas las fuentes independientes dentro del bipuerto, esto también se muestra en la Figura
1.6 (a), por lo que, la contribucién de I; debidaa V; es

I =ynWi (1.13)

Va=0
FIT=0
donde FIT = 0 denota las fuentes independientes internas fijadas a cero y y;; es la admitancia de entrada en el puerto 1

con el puerto 2 en corto circuito. A partir de la Ec.(1.13) y las conexiones de la Figura 1.6 se determina y;; y de manera
similar se calculan el resto de las constantes de proporcionalidad, obteniendo:

I I
yllzvl Vo =0 y12:72 Vi =0
FIT=0 FIT=0
(1.14)
Va I
y21:]*1 Vi=0 y22:v2 Vi =0
FIT=0 FIT =0

Las constantes y11, y21, ¥12 ¥ y22 Se llaman pardmetros y o de admitancia en corto circuito del bipuerto y se describen
como

y11 = Admitancia de entrada vista desde el puerto 1 cuando el puerto 2 esta en corto circuito

y21 = Admitancia de transferencia cuando el puerto 2 esté en corto circuito

y12 = Admitancia de transferencia inversa cuando el puerto 1 esta en corto circuito

y22 = Admitancia de salida vista desde el puerto 2 cuando el puerto 1 estd en corto circuito

De lo anterior, los pardmetros de admitancia pueden ser calculados o medidos poniendo en corto circuito el puerto 2
y determinado los cocientes I; /V'1 e I5/V; y luego poniendo en corto el puerto 1y determinando los cocientes I, /V; e
I5/V5. Las Ecs.(1.12) y (1.14) sintetizadas en la Ec. (1.11), también caracterizan por completo al bipuerto de la Figura 1.1,
desde el punto de vista de admitancias. Ademas se verifica que

y=2z""1

De manera similar al analisis de impedancias, si el bipuerto de la Figura 1.1 no contiene fuentes independientes dentro
de él, entonces Io¢ = 0, de manera que se siguen cumpliendo las mismas condiciones analizadas para los parametros de
admitancia, quedando ahora como

I Y11 Y12 Vi
= (1.15)
I Y21 Y22 Va
o bien
I=YV (1.16)
en cuyo caso los parametros cambian a
L I
Y11 = Vi Y12 = v
Va=0 Vi=0
(1.17)
b b
Y21 = 7 Y22 = 7
Vo=0 V1=0
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Aligual que con los pardmetros de impedancias, existen varios circuitos equivalentes que obedecen las Ecs.(1.9) o las Ecs.
(1.15), porlo que el bipuerto de la Figura 1.1 puede también representarse mediante la red equivalente de la Figura 1.7(a)
si el bipuerto contiene fuentes independientes o por el de la Figura 1.7(b) si no las incluye.

I, 12
—

+ +
Vi yn Y12 V2 I,sc I>sc y21V1 Y22z Vo
— Pu—
+ I, +
Wi y12V2 Y21 V1 Y22 Vs

Figura 1.7: Circuitos equivalentes del bipuerto: (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes independientes.

Circuito Equivalente con Parametros Hibridos (H)

Se puede obtener un tercer circuito equivalente del bipuerto de la Figura 1.1 si se consideran como variables indepen-
dientes a I; y V> y como variables dependientes a V;, I y las contribuciones de voltaje y corriente debidos a las fuentes
dentro del bipuerto. El par de ecuaciones en forma matricial queda como

%) hi1 hio I Vicacc
= (1.18)
I ha1 haoo Va —Ircacc
o bien
Vi hi1 hio I
= (1.19)
I ha1  haoa Vs

para el caso en el que el bipuerto no contenga fuentes independientes internamente. En ambos pares de ecuaciones, Ecs.
(1.18) y (1.19), la matriz hibrida H es
hll h12
H =
hai hao

Las cantidades A1, ha1, h12 ¥ heo son los parametros hibridos del bipuerto de la Figura 1.1 y se determinan a partir de las
Ecs.(1.18), de manera similar a los pardmetros descritos anteriormente, como

Vi Vi

h = — h =
11 11’ Va=0 A N
FIT =0 FIT =0

I b
h21_I_1 Vo= 0 hzz—vz I =0

FIT=0 FIT =0
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Al aplicar la superposicién a V; e I, éstos pueden expresarse como la combinacién lineal de I3, V5 asi como de Vo acco €
Licacc, el voltaje y la corriente debidos a las fuentes independientes dentro del bipuerto. Al igual que en los pardmetros
de impedancia y admitancia, F'II = 0 denota que todas las fuentes independientes internas se fijan a cero. Las unidades
de h11 y hoo Son ohms y siemens, respectivamente, mientras que i y ho; son adimensionales. El hecho de que los cuatro
parametros no tengan las mismas unidades es la raz6n por la que estos pardmetros se llaman hibridos. A partir de la Ecs.
(1.18) se determina que Vicacc € Iacacc estan dados por

Vicace = Wi Iycacce = —1

=0 I =0
Vo=0 V=0

Vicacc € Izcacc se interpretan como el voltaje V; y la corriente I, respectivamente, medidos o calculados cuando
la corriente I; = 0 (circuito abierto) y el voltaje V5, = 0 (corto circuito). La expresion de los pardmetros hibridos cambia
ligeramente si no existen fuentes independientes dentro del bipuerto, es decir, se elimina la condicion de fuentes internas

y los pardmetros se calculan mediante

1% Vi
hyy = I—l hyg = Vl
1 Vo=0 2 I,=0
I I
hoyr = 2 hoy = —=
I Vs
Vo=0 I,=0

Los circuitos equivalentes asociados con el par de Ecs. (1.18) se muestran en la Figura 1.8. En estos pardmetros estan
asociados a una impedancia de entrada /17, una admitancia de salida h,2, una ganancia de voltaje h15 y una ganancia de
corriente hs;. El circuito equivalente del bipuerto con fuentes independientes se muestra en la Figura 1.8(a), mientras
que en la Figura 1.8(b) se presenta el modelo que no incluye fuentes independientes dentro del bipuerto.

I, hi1 I,
o— L ]

+ hlzvz i
Vi (T)Izocsc l ha1 I haz V3

_ Viocsc a _

(a)

I, hii I
*>— —_— L
+ +

+
Vi h12V2 { l h211y h22 Va2
(b)

Figura 1.8: Circuitos equivalentes del bipuerto con pardmetros h: (a) con fuentes independientes (b) sin fuentes indepen-
dientes.



14 Bipuertos

Circuito Equivalente con Parametros Hibridos Inversos (G)

La segunda matriz hibrida es la de los parametros Hibridos Inversos G, la forma matricial estd dada por

I g11 912 Vi —Lcace
= (1.20)
Va 921 g22 I Vacacce
si el bipuerto contiene fuentes independientes, o bien
L g1 g12 Vi
- (1.21)
Va 921 922 I

para el caso en el que el bipuerto no contenga fuentes independientes dentro de él. En ambos casos

G:

gi1  9gi12
g21 G922

es la matriz Hibrida Inversa G cuyos elementos son los pardmetros g¢;;, Iicacc ¥ Vacacc se interpretan como la corriente
I, y el voltaje V5, respectivamente, medidos o calculados al hacer V; = 0 (terminales 1 — 1’ en corto circuito) e I = 0
(terminal 2 — 2’ abiertas). También puede verificarse que

G=H!

Los pardmetros G del bipuerto que contiene fuentes independientes internas se determinan mediante:

L I
911=V1 I, =0 912=E Vi=0
I11IS=0 I11S=0

Va Va
921=71 I, =0 922=I—2 Vi=0
IIs=0 115 =0

mientras que los pardmetros G del bipuerto sin fuentes independientes internas estdn dados por

_ I _ I

g11 = % g12 = T
Iz=0 V1=0

Rz Rz

g21 = % g22 = T
IQZO V1=0

Circuitos Equivalentes con parametros de Transmisiéon y Transmision inversa (T'y T'")

Los dos ultimos parametros equivalentes del bipuerto de la Figura 1.1 son los de Transmisién 7'y Transmision inversa 7"/,
la forma matricial del primero relaciona las variables de entrada V; e I; con las variables de salida V5 y —I5. En este caso
la variable de salida es — I en lugar de 1> (m4ds adelante, en la conexién en cascada, se justifica el cambio de signo).

- l t11 ti2

to1  to2

%41
I

|
I

(1.22)
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Definiendo la matriz de transmisién 7', también llamada matriz de pardmetros ABC D, como

t11 ti2
T = =
to1  to2

De nuevo, aplicando superposicion se determinan los pardmetros de transmisién, quedando como

A B
C D

t Vi ty = VL
1= 12 =
1% -1
2| _1=0 2 =0
I, I
to1 = — too = ——
1% — 1
2| =0 2lva=0

Finalmente, si tomamos las variables de entrada V; y —I; como dependientes y las variables de salida V5 e I, como inde-
pendientes, se tiene en forma matricial las ecuaciones de los parametros de transmision inversa

l ti b

/ /
t21 t22

Vs
I

1
-

(1.23)

definiendo la matriz de transmisién inversa 7'’/, también llamada matriz de parametros A’B’C’D’, como
t1 tiy ]

/ /
t21 t22

A" B’
¢’ D’

T =

determinando en este caso los parametros de transmisién inversos bajo las siguientes restricciones:

Va Va
t = — tiy =
11 Vi 12 1
—11=0 Vi=0
I I
ty = — tyy = ——
21 Vi 22 -
—I,=0 Vi=0

De manera similar al procedimiento descrito para los pardmetros de impedancia, admitancia, se han obtenido el resto de
los pardmetros, los cuales pueden determinarse mediante cidlculo o medicién. Como se ha visto, los parametros de puerto
se obtiene ya sea abriendo o poniendo en corto circuito un puerto y corresponden a una impedancia, a una admitancia o
a un cociente adimensional de voltajes o corrientes.

Relacion entre Parametros del Bipuerto

Ya que los seis conjuntos de ecuaciones derivados de las variables de la Tabla 1.1, Ecs.(1.7), (1.15), (1.19), (1.21), (1.22)
y (1.23), relacionan las mismas variables, los pardmetros asociados con cualquier par de ecuaciones deben relacionarse
con los parametros de los demds pares. Esto es, si se conoce una matriz de parametros se puede determinar las matri-
ces restantes. Cabe destacar que no todos los bipuertos tienen las seis representaciones. De hecho, dependiendo de la
configuracién de la red que forma el bipuerto, éste puede tener al menos una de las seis representaciones. Debido a la
manipulacion algebraica que implica relacionar estos pardmetros, se llevara a cabo la deduccién entre los parametros
2y y, asi como entre los pardmetros z y ¢, tomando los conjuntos de ecuaciones del bipuerto que no contiene fuentes
independientes internas. El proceso descrito es similar para el resto de las deducciones.

Para determinar los parametros z en funcién de los parametros y se resuelven las Ecs. (1.15) para V; y V, y se comparan
los coeficientes de I e I del resultado obtenido con los coeficientes de las Ecs. (1.7). Esto es, a partir de las Ecs. (1.15) se
obtiene
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I yi2 yun I

Is Y22 yo1 1o
Vlziz%h—zﬁlz (1.24) %:7:—%I1+%12 (1.25)

Y11 Y12 Y Y Y1 Y12 Y Y

Y21 Y22 Y21 Y22

Al comparar las Ecs. (1.24) y (1.25) con el par de Ecs. (1.7) se obtienen los pardmetros z en términos de los parametros y.

Y12

_ Yo
AY

~ _
AY

222 = AY

_ Y22 _ _
211 = AY 212 = 221 =

Para determinar los parametros = en funcién de los pardmetros ¢, se modifica el par de Ecs. (1.22) en la forma de el par de
Ecs. (1.7) y se comparan los coeficientes. Esto es, a partir de la segunda ecuacion del par de Ecs. (1.22) se obtiene

— Ig (1.26)

sustituyendo en la primera ecuacién del par de Ecs. (1.22) se obtiene ahora

t t11t
Vi=22rn+ (”” - t12) I (1.27)
to1 ta1

Comparando las Ecs. (1.26) y (1.27) con el par de Ecs. (1.7) se determinan las equivalencias

o t11 oy — AT I 1 oy — too
11 — 12 — 21 — 22 —
to1 to1 to1 t21

La Tabla 1.2 resume la conversién de todos los parametros.
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Z Y T T H G
vy tu AT ty, 1 AH s 1o
211 212 AY AY tor  tor ty to hao  hao g11 g11
VA
221 2292 Y21 Y11 1 t22 AT’ m h,21 ]_ & %
TAY  AY ta1 tor ty tyy haa  hao g1 g
222 212 to1 _£ i _ 1B E _9r2
AZ AZ Y11 Y12 ti2 t12 t1y tio h11 hi1 922 922
Y
21 var e Lot | AT iy |k AH L g 1
AZ VA tia  ti2 t1y tio hii hn g2z G2
a1 AZ | y» L tp  tp | _AH  hn 1 g
221 221 Y21 Y21 tin ti2 AT’ AT’ ha1 ho1 g21 921
T
1 2 _AY _un b o2 ty  th haa 1 g AG
Zo1 221 Y21 Y21 AT’ AT’ ha1 hat g21 921
222 AZ _yn b fn h2 1 hn _AG g»
212 212 Y12 Y12 AT AT t1 ti hia  hi2 g12 g12
Tl
1o | LAY gm | tm a2 hp A g1
Z12 212 Y12 Y12 AT AT hia  hig 912 g12
AZ =2 1 e te AT ty 1 92 912
Z22 722 Y11 Y11 tog  too ti ti hir hi2 AG AG
H i i
Zo1 1 Y21 AY I )| ATty ha1  haz 921 gu
Z92 %22 Y11 Yy toa  ta2 t ot AG AG
1 e AY e tn AT tn 1 hea M
z11 211 Yoo Yo2 t11 t11 t3o t3o AH AH g1 g1z
G
o AZ Y 1 L o he ATT by, har — hu g2 922
zZ11 211 Yoo Y22 t11 t11 t3o t3o AH AH
Tabla 1.2: Conversion de pardmetros de bipuertos.
VA Y T T H G
El bipuerto (S 212 = 2921 Y12 = Y21 AT =1 AT =1 hi2 = —ho g12 = —¢g21
reciproco si
El bipuerto es
reciproco y 211 = 222 Y11 = Y22 t11 = too t{1 =139 AH =1 AG =1
simétrico si
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Andlisis del bipuerto terminado

Ei bipuerto terminado corresponde a las conexiones que se realizan externamente, es decir, de excitacién por el puerto
1y de carga en el puerto 2, como se muestra en la Figura 1.9. En este caso Z;, es la impedancia de la carga, V; representa
el voltaje de la fuente y Z,; su impedancia interna. El analisis del circuito terminado implica expresar las corrientes y los
voltajes de las terminales del bipuerto en funcion tanto de los parametros, como de V;, Z, y Zr.

I I
L» Zs r N 4—2 R
+ +
Bipuerto
Vs Vi Vo Zg
LIT

Figura 1.9: Bipuerto terminado.

Existen seis caracteristicas del bipuerto terminado que definen su comportamiento:

e Z., =Vi/I; Impedancia de entrada o la admitancia de entrada Y,,, = I, /V4

o I Corriente de salida

o Vrn, Zrh Voltaje e impedancia de Thévenin en las terminales del puerto 2
o b/ Ganancia de corriente

o 1n/V; Ganancia de voltaje del bipuerto

o 1L/V Ganancia de voltaje con respecto a la excitacion

La deduccion de estas expresiones implica la manipulacién algebraica de las dos ecuaciones del bipuerto, segiin los
parametros seleccionados, y las dos ecuaciones de restriccién impuestas por las terminaciones. Para fines de ejempli-
ficar este andlisis, se obtendran las seis caracteristicas utilizando los pardmetros z. En este caso, las cuatro ecuaciones
son

Vi=zi1li + 21212 (1.28)
Vo = 201 11 + 222 1> (1.29)
Vi=Vs—-2Z:14 (1.30)
Vi=-Zr1 (1.31)

Las Ecs.(1.28) y (1.29) es el par de Ecs. (1.7), y las Ecs. (1.30) y (1.31) se obtienen aplicando LVK (Ley de voltajes de
Kirchhoff) en las terminales del bipuerto las cuales describen las restricciones en sus terminales.

Impedancia de entrada

Para determinar esta impedancia se igualan las Ecs. (1.29) y (1.31) y se despeja I, obteniendo

—zo1h
Io = ———— 1.32
T 7L+ 2 ( )
Se sustituye la Ec. (1.32) en la Ec. (1.28) y se obtiene Z.,, = V1/I;:
Zop = 21y — 22221 (1.33)

Zr, + 299

Corriente de salida I,

En este caso se igualan las Ecs. (1.28) y (1.30) y se despeja I; , obteniendo
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Vs — 212 o
LH=——"--+- 1.34
1 Z o (1.34)
Se sustituye la Ec. (1.34) en la (1.32) y se resuelve para I :
I, = —21 Vs (1.35)

(Zs 4+ 211) (Z1 + 222) — 212 221

Voltaje V1, eimpedancia Zr;, de Thévenin en las terminales del puerto 2
De acuerdo con el Teorema de Thévenin, V-, es el voltaje a circuito abierto en un par de terminales definidas, en este caso
las terminales 2 — 2/, que es igual a V; cuando I, = 0. A partir de la Ec. (1.29) se obtiene

Va =201 14 (1.36)

2=

Igualando las Ecs. (1.28) y (1.30), despejando I; con la condicion I, = 0y sustituyendo I; en la Ec. (1.36) se tiene

221
=V, =V, [ =222 —
I,=0 Th ’ <Zs +211>

La impedancia de Thévenin se puede obtener como la relacién V, /I, cuando todas las fuentes independientes son cero,
en este caso V; = 0. Para ello, se igualan las Ecs. (1.28) y (1.30) con la condicién V; = 0.

Va

—Z Iy = 2111y + 21215

se despeja I;

—z12 12

=22
YT Z+ 2

y se sustituye en la Ec. (1.29), esto es

—z12 12
Vo = s I
2 21 <Zs +211> +222 2

o bien

V2
I

—Z12 221
= Z h — 1.37
_— Th 7+t + 292 ( )

Ganancia de corriente I, /1,

Esta ganancia se obtiene de manera directa a partir de la Ec. (1.32)

Iy —Z21
- = 1.38
I Zp 4 2 ( )
Ganancia de voltaje V5 /V;
Para obtener esta ganancia, se despeja I» de la Ec. (1.31) y se sustituye en la Ec. (1.29)
V
Vo = 20111 — 222 (Z2> (1.39)
L
Se despeja I> de la Ec. (1.31), se sustituye en la Ec. (1.28) y se depeja I,
L=l (1.40)

z11 211 4L
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Se sustituye la Ec. (1.40) en la (1.39) y se resuelve para V5 /V;

o bien

Ganancia de voltaje V5 /V,

\%4 \%Z Az
Vo =291 (—1+ 12 2) + 222 (—2

211 41 + 211 222 — 212 221

Z11 211 4L Zr,

21 41,

21 41,

B 2112 +AZ

Bipuertos

(1.41)

Finalmente, para obtener la ganancia de voltaje V5 /V se igualan las Ecs. (1.28) y (1.30) y se despeja I; :

a partir de la Ec. (1.31) se despeja I5 :

z12 Va Vs
Zr (211 +Zs) 211+ Zs

I, =

y se sustituyen las Ecs. (1.42) y (1.43) en la (1.29) y se resuelve para V5 /V, obteniendo

Va 291 41,
Vs (211 + Zs) (202 + Z1) — 212 221

(1.42)

(1.43)

(1.44)

La Tabla 1.3 lista las expresiones correspondientes en términos de los parametros del bipuerto.

Parametros Z

Parametros Y

Parametros 7'

Zo = ayy 1272 v — _Y12¥21 g _tmZrttn
o 21, + 22 T 14y T to1 Zp + tao
I = —221 Vs I = Y21 Vs I, = —Vs
(Zs + z11) (Z1 + 222) — 212 221 1+ynZr+yn s + AY Z, 7y, tiZn +tie +tnZs 2+t
221 —y21 Vs Vs
e (Zs + Z11) o Y22 + AY Z, T+t Z,
212 221 1+y117Zs t1g + 1227,
Zry = Zrp = ——2225 S R
T Ze¥ o a2 o Yoz + AY Z Tt 2,
I _ I _ Y21 I _ —1
Iy Zp+ 2o L yu+AYZ, Iy t1Zp +1t22
Va _ 20121 Vs _ —Y21 241, V2 _ Zy,
Vi znZp+AZ Vi 142927 Vi tuZp+tie
V2 _ 2121, _ Y2 V2 _ Zr,
Vs (2114 Zs)(za2+2ZL) —z12221 | Vs y12y21ZsZr — (L +y11Zs) (1 +y22ZL) | Vs Zp (t11 + ta1Zs) + t12 + oo Zs

Tabla 1.3: Caracteristicas del bipuerto terminado.
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La Tabla 1.4 lista las expresiones correspondientes para los pardmetros 7/, Hy G.

Parametros 7'/ Parametros H Parametros G
tyo Z t! his ho1 Z
Zen - 2/2L——i_:52 Zen hll - 12721 L }/en = 911 — %
t21ZL+t11 1+h22ZL ZL+922
I, = —Vs AT I, — hay Vs [ —g21 Vs
? 11 2L + 1o Zs Zr + tho Zr, + ],y ? (14 hooZ1) (Zs + h11) — hig ha1 Zy, ? (14 911Zs) (Z1, + g22) — 912 921 Zs
Vi AT’ —hoy Vs 921 Vs
T, 1y, Z, T hgy Zy+ AH T = 1 g 2.
Ty — th Zs ttip T = Zs+ hu Ty, = J12921 Zs
ty1 Zs + 139 200 Zs + AH 14911 Zs
L — _ AT L — _har I _ —g21
Il tQIIZL+t{1 Il 1+h22 ZL I1 911ZL+AG
Va _ AT’ Zy, V2 _ —ho1 Z, V2 _ 92 Zy,
V]_ tzlz ZL + t{z ‘/1 AHZL + h]_l Vl 922 + ZL
E _ AT'Z;, E _ —ho1 Z1 E _ go1 21,
Ve o tot U Zs +t52L +t5,Z: 71 Vs (hi14+Zs) (14 hoeZr) —hi2ha1Z1 Ve (14911Zs)(g922+ ZL) — g12 921 Zs

Tabla 1.4: Caracteristicas del bipuerto terminado.

Conexiones entre Bipuertos

El disefio y andlisis de una red compleja puede facilitarse al seccionar la red. Si dichas secciones se modelan mediante
bipuertos, la sintesis de la red completa se puede llevar a cabo a través de la interconexiéon de secciones mas sencillas o
de menor complejidad. En este sentido, los bipuertos se pueden interconectar en cinco formas diferentes:

e En cascada, descrita por los parametros de transmision ¢

e En serie a través de los pardmetros z

1.10.1 Conexiéon en Cascada

En paralelo mediante los parametros y
En serie-paralelo con los parametros h

En paralelo-serie mediante los pardmetros g

La conexi6n en cascada es una de las mads utilizadas en el anélisis de redes complejas ya que se aplica cuando la salida de
una red se conecta al puerto de entrada de otra red, como se indica en la Figura 1.10, para ello se utilizan los parametros

de transmision.
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I]_ 2l s e S I2
—_— —— | —

L ——— I———e

+ ! : +

%A : Bipuerto A Bipuerto B i Va

1 1
«— e— —— S
e © I,

Figura 1.10: Conexion en cascada de 2 Bipuertos.

Para el bipuerto A se cumple, de acuerdo con la Ec. (1.22)

Bipuertos

v A C v ] A
e (1.45)
I -1
y para el bipuerto B se tiene
- 1B - 1B
\% V
Ylo=7B | (1.46)
I -1
y en la conexién intermedia se cumple
SA B
\% Vi
2 - ! (1.47)
-1 5L
Se observa ademads en la Figura 1.10 que en la entrada y en la salida del bipuerto se cumple
Vi ] v 1!
=t (1.48)
I I

Por lo tanto, sustituyendo la Ec. (1.45), (1.46) y (1.47) en la Ec. (1.48) se obtiene

Vi
I

Vs
I

=T

en donde
T=T4T"

siendo T la matriz de transmisioén equivalente. Esto es, la matriz de transmisién de una conexién de bipuertos en cascada
se deriva de la multiplicacién de las matrices de transmisién de cada bipuerto individual, tomando en cuenta el orden
apropiado.

1.10.2 Conexién en Serie

La conexi6n en serie de dos bipuertos se muestra en la Figura 1.11(a). En este caso se emplean los parametros z para
representar cada red y se combinan en serie. Los dos bipuertos se describen a partir de la Ec.(6a) como

VA_gATA
VB _ BB
Sabemos que en una conexion en serie se cumple conl = I, = Ig ydado que V = V4 + V5 se tiene
V=241 +ZP 15 =1(2* + ZP)

de manera que
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Z=z%+2"
Por lo tanto, los pardmetros z de la red total son iguales a la suma de los parametros z de los bipuertos individuales.

— . : ) i .
— ! Bipuerto | — L o— ! Bipuerto . —
T pA B Tn pA A
! : 0 I S e N
Vi : |: :| | Va Vi : : Va
v/ | ' — '
: i : : Bi !
B I Bipuerto A B B I ipuerto A B
-«— ! B . —> o B —
.—: ﬁl—. @ :\ ,; @
(a) (b)

Figura 1.11: Conexiones de Bipuertos (a) Serie, (b) Paralelo.

1.10.3 Conexion en Paralelo

La conexién en paralelo de dos bipuertos exige que V; seaigual paralos dos puertos entrada y de igual forma para V; en los
puertos de salida, como se muestra en la Figura 1.11(b). Las matrices que define esta conexién son las correspondientes
ala de admitancia Y, la Ec. (1.16) por lo que se tiene para cada bipuerto

IA _ YAvA
B — yByB
Asi mismo, ya que se cumple con V = V4 = V5 ydado que I = I* + I” se tiene
I=Y4VA+YBVE = v (Y4 +YP)

de donde

V=Y*+Y"
Por lo tanto, para determinar los parametros de una conexion en paralelo se suman los pardmetros y de cada bipuerto
individual para obtener los pardmetros y equivalentes de la red total.

1.10.4 Conexion Serie - Paralelo

La conexién serie-paralelo de dos bipuertos es la que se muestra en la Figura 1.12(a).

] ), . . : N T .
— ! Bipuerto P — Lo— ! Bipuerto D e—
MR R BRI B T
R Ik C| o S
Vi ! [ : Vo Vi ! ] ; Va
1 ) ! 1 ) 1
. | Bi | : Bi :
B I Bipuerto ' I B B I ! ipuerto ' 1, B
-«— B | —> «— | B —>
L ) ) l —_— )
(a) (b)

Figura 1.12: Conexiones de Bipuertos (a) Serie - Paralelo, (b) Paralelo - Serie.

Los parametros que permiten analizar esta conexion son los parametros k. En este caso los bipuertos deben cumplir con
las siguientes restricciones:
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V1:V1A+VlB ‘/2:‘/2.4:‘/23
(1.49) (1.50)
L=I1"=1IP =1 +1°

de manera que aplicando el par de Ecs. (1.19) alas condiciones de las Ecs. (1.49) y (1.50) se obtiene
Vi =hiy If* + his Vo + b 1P + b5 V,P
I = hiy I + hiy Vo + byt 1P + hag VP
o bien
Vi= (bt +hi1) i + (his + hi3) Va
L= (hsy + hat) I+ (hiy + ha3) Va

en donde
H=H"+HP

es la matriz equivalente de una conexion serie-paralelo, la cual se obtiene sumando los pardmetros % de los bipuertos
individuales.

1.10.5 Conexion Paralelo - Serie
Esta conexion se muestra en la Figura 1.12(b) y se describe mediante los parametros g. El procedimiento para encontrar

la matriz equivalente es similar al de la conexién serie-paralelo. En este caso las restricciones de los bipuertos son las
siguientes:

IlzflA—l—[lB ‘/1:‘/114:‘/13
(1.51) (1.52)
‘/2:‘/214_’_‘/23 IQZIQA:IZB

de manera que aplicando el par de Ecs. (1.21) alas condiciones de las Ecs. (1.51) y (1.52) se obtiene
L=giVit+ e I + g Vi + 95 1]
Vo= g3 Vit + 955 15" + g Vi¥ + 903 1]
o bien
L= (gﬁ +9§) i+ (gfé + gé) I
Vo = (951 +951) Vi + (933 + 93) I»

y en forma matricial queda expresada como

I, _ G Vi

Va I
en donde

G=a64+a"

es la matriz equivalente de una conexién paralelo-serie, la cual se obtiene sumando los parametros g de los bipuertos
individuales.
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Redes Basicas de Bipuertos

Existen estructuras basicas de bipuertos, con las cuales se pueden construir redes mas complejas. Si se conoce algin
parametro de una red bésica de bipuerto, es posible determinar los parametros de una red més compleja, mediante la
aplicacién las conexiones adecuadas, lo cual simplifica su analisis.

Las estructuras bésicas de bipuertos se presentan en la Tabla 1.5.

4 Z3 . — .
Zy
Z Z
Zs 1 3
Red L Red L * * 7 o delta
T o estrella
Z.
° |—. rﬁz Z4 Zs
Z3 VA Zy Z Z4 —
1 1
Z Z3 Za — — A Zs
Zy Z3 Zs Zs z u %
. —e
En cuadro H T derivada TT odoble T
Z2
LT ‘_| | [ | [
A Zs | | | |
(be; Zl Z3 Z5
- Zy Zy Zg
Z, Zs
[ L ]
z Red en escalera

Tabla 1.5: Redes Basicas de Bipuerto.

Ejemplo: Determine los pardmetros Z de la red T' que se muestra en la Figura 1.13

Solucion

Los paradmetros Z se obtienen con las expresiones siguientes:

4

Z3

Zy

Py

®-

Figura 1.13: Configuracion estrella.
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; Vi . Wi
1= 12 =+
h =0 I =0
; Va ; Va
21 = — 2 = —
h I=0 I =0
cuyas conexiones de muestran en la Figura 1.14
Zy Z3 Z, Z3
—e —
+ + + +
Vi I Zo Va Vi Zs I, Va2
(a) (®)

Figura 1.14: Conexiones para determinar los pardmetros de impedancia.

de donde las impedancias son

V1 Vl
211 = +— =71+ 2> 212 = — = Z
I P
I>=0 I,=0
Va Va
Z91 = — =7 R92 = — =Zy+ Z3
I I
I>=0 I,=0

Ejemplo: Determinar la funcién de transferencia V5 /V; a circuito abierto de la red en escalera que se muestra en la Figura
1.15

+
N
N
+ e

[ ]
[ )

Figura 1.15: Red en escalera.

Solucion

En la Figura 1.16 se observa que hay dos configuraciones L en cascada

—— | ] .
+ Z, A +
V]_ Z 2 Z 2 V2

SN U B

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

[ ]

________________________

Figura 1.16: Conexion en cascada de dos bipuertos.
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Se obtienen los parametros 7" a partir de los Z del Ejercicio anterior.

Z11 AZ Zl + ZQ
AL =a aarte g
221 21 2y
1 Z99 1 1
221 *21 Zs
Y como se explicd, para una conexién en cascada se cumple:
T=T4T"
o bien )
Z1+ 2o Z1+ Zo Z1+ Zo Z1 9
= _=° Zz - Z — | +5 Zf+Z
Z2 1 Z2 1 Z2 Z2 1 1
21+ Z 1
— 1 — 1 1 2
==+ Zi+1
Z2 Z2 222 Z2 1

Por lo que, la funcién de transferencia a circuito abierto es

Vo 21

Vi

y se observa que a partir de ¢
Lo _ (LB 4
11 = = 7 7

221
de manera que la funcién de transferencia de voltajes para cualquier red en escalera de este tipo es:

Vs 7.2

v] n 32122 + Z]2 + ZQQ

Modelo Lineal y Funcion de Transferencia del Transformador

El transformador es un dispositivo que se basa en el acoplamiento magnético de dos inductores. Se utiliza tanto en cir-
cuitos electrénicos como de potencia. En el primer caso su uso es para transformar la impedancia de la carga en un nuevo
valor y acoplar la impedancia de la fuente para maxima transferencia de potencia; para proporcionar una aislamiento de
voltajes de cd entre la fuente y la carga, y como circuitos de filtrado en conjunto con impedancias. En los circuitos de po-
tencia se recurre a los transformadores para establecer niveles de voltaje de ca que faciliten la transmision, la distribucién

y consumo de potencia eléctrica. Su principal andlisis se enfoca en el estado senoidal permanente.

El transformador simple se forma cuando dos inductores lineales e invariantes en el tiempo se devanan en un solo ntcleo
para asegurar el acoplamiento magnético. La Figura 1.17 muestra el modelo del circuito, en el cual se observa que el

transformador se puede analizar como un bipuerto.

M
® /_\ L ]
_’ <—
Vi L, % %Lz Vs
. .

Figura 1.17: El transformador analizado como un bipuerto.
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Ya que los inductores son lineales e invariantes en el tiempo, cada flujo magnético es una funcién lineal de las corrientes
con coeficientes constantes. Esto es

qbl (t) = L1 il(t) + M12 ig(t)
¢2(t) = le il(t) + L2 ig(t)

(1.53)

donde las constantes estan definidas como L; la autoinductancia del devanado primario, L, la autoinductancia del de-
vanado secundario y M = M;» = M>; son las inductancias mutuas, las cuales a su vez estan relacionadas con las autoin-

ductancias mediante M = k /L1 Lo, siendo k el coeficiente de acoplamiento magnético.

Al aplicar la ley de Faraday a las Ecs. (1.53) se obtiene

dii(t) u dia(t)

=1L
vilt) =L =5 P
(1.54)
diq(t) dia(t)
t) = M. L
va(t) = Moy ==+ L2 =5,
o bien representando las Ecs. (1.54) en forma fasorial e impedancias quedan como
Vi=jwli ] + jwM 1y
(1.55)

VQ = jUJM Hl —|—ij2 HQ

donde w es la frecuencia angular, V4, V5, I;, I, son los fasores de voltaje y corriente respectivamente.
El par de Ecs. (1.55) corresponde al par de ecuaciones de los pardmetros de impedancias, Ecs. (1.7).

Si se considera ahora un transformador lineal préctico, con resistencias R; y R» de los inductores del primario y secunda-
rio, con un circuito de excitacién en las terminales del primario y una carga en las terminales del secundario, como en la
Figura 1.18.

: M : I,

I

Figura 1.18: Transformador analizado como un bipuerto.

L
I

Entonces la correspondiente matriz del par de Ecs. (1.55) cambia a

Vi
Vs

Ri+ jwly jwM

JwM Ry + jwls

en donde la matriz de impedancias es

Ry + jwly jwM

JwM Ry + jwls

A partir de la matriz de impedancias Z, se determinaran cuatro caracteristicas del transformador terminado de la Figura
1.18, las cuales se pueden obtener aplicando las Ecs. (1.33), (1.38), (1.41) y (1.44).



Bipuertos 29

Impedancia de Entrada Z.,,

2M2
Z12 221 ~ R, +ij1+w— (1.56)

Do = 211 — 12720
o N2+ Zp + Ry + jwLs

Ganancia de Corriente o Funcién de Transferencia de Corriente I, /1I;

I - —JjwM
2_ " JOV (1.57)
I Zp+z Zp+ Ra+jwls
Ganancia de Voltaje o Funcion de Transferencia de Voltaje V5 /V;
Z jwM Z
Vo %21 2L, _ Jwitzr (1.58)

V1 - lezL —+ 211 222 — 212 221 (R1 +jWL1) (ZL —+ RQ +]CUL2) + w2M2
Ganancia de Voltaje o Funcién de Transferencia de Voltaje V. /V;

Vo 291 21, JwMZy,

Vi (211 +Zs) (222 + Z1) — 212201 (Ry + jwLy + Zs) (Ry + jwlo + Z1) + w2 M?

El Transformador Ideal

El transformador ideal es un transformador sin pérdidas (R = R, = 0), con acoplamiento unitario (¥ = 1) y las autoin-
ductancias son infinitas (L; = L, = o), aunque su cociente es finito, relacionadas con la inductancia mutua mediante

M = +/ Ly Ly. Un pardmetro caracteristico que describe al transformador ideal es la relacién de vueltas n definido como

_Nl

n—m

donde N; y N» son los nimeros de vueltas del primario y secundario respectivamente. A su vez, n estd relacionada con las

autoinductancias L, y L, mediante
2
Ly _ (M2 _ 2
L Ny

Bajo estas consideraciones, a continuacién se determinardn las cuatro caracteristicas del transformador con base en las
que se obtuvieron para el transformador lineal practico. Aplicando la Ec. (1.56) la impedancia queda como

w2 M?
ey = U jwL _—
¢ Ll,ngnﬁoo]w 1t Z1, + jwls
i jwl1 Zp + jwlLy (jwLa) + w?M?
= im
Lqi,Ly—00 ZL +ij2
jwli1Z jwl1Z;1,/L Z
P . L N PN N L\ E T - R
Lqi,Lo—00 ZL + ]UJLQ Lqi,La—o0 ZL/L2 —|—jw n2

La funcién de transferencia de corriente I»/1; se determina a partir de la Ec. (1.57), tomando en cuenta la relacién de
vueltas n.
IQ , —jwM —jwM/L2

m =
I Ly, Ly—oo 17, +ij2 ZL/LQ + jw

L_ . -M_ VLI, _ N _ 1
Il o Ll,l%z—)oo L2 o L2 o N2 o n
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La funcién de transferencia de voltaje V> /V; se obtiene de la Ec. (1.58) quedando como

Vs , JwMZy,

— = lim -

% Li,Ly—oo jwly 2 — UJ2L1L2 + w2M?
— g 9MZ/y o M

Ly,Ly—o00 Jw Ly,La—oo Ly

Vs [ La

_— = — =N

Vi Ly

o_ N

Vi N

Se observa que, una vez definidos los parametros de un bipuerto se puede obtener de manera practicamente directa las
caracteristicas externas que definen una red configurada como bipuerto.



CONCLUSIONES

El andlisis de circuitos y redes eléctricas mediante el método de bipuertos proporciona una herramienta fundamental
para comprender y disefiar sistemas complejos. Los bipuertos permiten caracterizar una red eléctrica a través de sus
parametros, lo que simplifica enormemente el andlisis de circuitos. Este enfoque se basa en la representaciéon matricial
de los bipuertos, que incluyen circuitos equivalentes con parametros de impedancia (Z), admitancia (Y'), hibridos (H),
hibridos inversos (G), transmisién (7) y transmisién inversa (7"'). Ademds, se exploran diversas conexiones entre bipuer-
tos, como la conexidn en cascada, en serie, serie-paralelo y paralelo-serie, lo que amplia las posibilidades de anélisis y
diseno.

La versatilidad de los bipuertos se refleja en una amplia gama de aplicaciones en ingenieria eléctrica y electrénica. Entre
ellas, se destacan el andlisis y disefio de transformadores, filtros, circuitos resonantes, lineas de transmision y otros siste-
mas especificos. Estas aplicaciones demuestran la importancia y la utilidad de la técnica de bipuertos en el desarrollo de
tecnologias modernas y en la resolucion de problemas complejos en el campo de la ingenieria eléctrica y electrénica. En
resumen, el andlisis de bipuertos proporciona una herramienta poderosa y flexible para abordar una amplia variedad de
desafios en el diseno y la optimizacion de sistemas eléctricos y electrénicos.
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