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1.1. Objetivo de aprendizaje

El estudiante robustecera y consolidard su conocimiento de las propiedades fundamentales de los sistemas y las
senales, que a su vez le permitan desarrollar la habilidad de conocer, utilizar y aplicar las técnicas de estudio de los
sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

1.2. Introduccion Teorica

En la préactica se estudian tanto sistemas algebraicos como sistemas dindmicos, sus modelos reflejan las caracteristi-
cas estaticas y dindmicas de su desempeno. Los sistemas dindamicos estan constituidos al menos por un elemento
que disipa energia y un elemento que almacena energia.

Un sistema se describe como una coleccién de elementos o dispositivos interconectados para actuar como una sola
entidad. Un sistema tiene al menos una senal de salida que se genera cuando es estimulado al menos por otra senal,
denominada senal de entrada. Desde este punto de vista, un sistema puede ser considerado como un transductor
que transforma la senal de entrada en la senial de salida.

Si la entrada se representa por la funcién x(¢) y la salida por la funcién y(t), la descripcién anterior se puede
representa por el diagrama de bloques que se muestra en la figura 1.1.

B(t) —| Sistema H [ — () = H{x(t)}
Entrada (Fuente) Salida (Respuesta)

Figura 1.1. Sistema general con una sola entrada x(¢) y una sola salida y(¢).

1.2.1. Clasificacién de sistemas

Todos los sistemas reales poseen incertidumbres, como puede ser los valores de sus parametros, las mediciones que
realizan, las entradas que se aplican y las perturbaciones o ruido inherentes en el medio ambiente. Sin embargo,
en el estudio primordial de los sistemas todas estas incertidumbres se desestiman y se considera que todas estas
cantidades son constantes y se conocen exactamente.

Bajo esta suposicion, la correspondencia de la senal de entrada z(t) a la sefial de salida del sistema y(t) estda dada
por

y(t) = H{z(t)} (L.1)

donde H{-} constituye un operador o una funcién que especifica univocamente la salida y(t) en términos de la
entrada z(t) del sistema. Un sistema que satisface esta condicién, se dice que es un sistema deterministico o dicho
de otra manera: un sistema es deterministico si la respuesta a una entrada es predecible y repetible. Si un sistema
no es deterministico, entonces es un sistema estocdstico.

Un sistema es amnésico, instantdneo o algebraico, si la respuesta para cada valor de la variable independiente de-
pende solo de la entrada en ese mismo valor de la variable independiente. Un modelo de este sistema consiste en
una ecuacién algebraica. Un sistema que no es amnésico es un sistema que tiene memoria y recibe el nombre de
sistema dindmico. De aqui que, un sistema dindamico es aquel en el que la respuesta en un tiempo dado depende del
valor presente de la entrada y de algunos valores anteriores de la entrada.

Un sistema en el cual el tiempo es la variable independiente se dice que es un sistema causal, realizable o no-
anticipatorio si su respuesta depende sélo de los valores presente y anteriores de la entrada y no de los valores



futuros de la entrada. Un sistema causal es un sistema que se puede construir o realizar, al menos en principio.

Un elemento de dos terminales es de parametros concentrados si su variable asociada a través de él presenta el
mismo valor en ambas terminales, esta condicion se satisface si la dimensién fisica del elemento es despreciable en
comparacion con la longitud de onda de la mas alta frecuencia de interés. Un sistema de pardmetros concentrados
estd compuesto por elementos de parametros concentrados y se puede modelizar por medio de una ecuacién dife-
rencial ordinaria. Un sistema que no es de parametros concentrados es un sistema de pardmetros distribuidos.

Un sistema esté relajado o en reposo en el tiempo tg, si ninguna energia esta presente en el sistema en ese instante.

La caracteristica primaria de un sistema lineal es que, estando en reposo, la naturaleza de la respuesta no se ve
afectada al cambiar el nivel de la intensidad de la entrada. De manera explicita: Un sistema es lineal si realiza o
efectia las propiedades de homogeneidad y aditividad.

Un sistema satisface el principio de homogeneidad o se dice que es un sistema homogéneo, si la respuesta del sistema
debida a la entrada ax(t) es igual a « veces la respuesta debida a la entrada z(t). Esto es

H{oaz(t)} = aH{z(t)} (1.2)
donde « es una constante distinta de cero.

Un sistema satisface el principio de aditividad o se dice que es aditivo si la respuesta del sistema debida a la entrada
Za(t) + zp(t) es igual a la suma de las respuestas del sistema debidas a x,(t) y x3(t) actuando por separado. Esto es

H{z,(t) + zp(t)} = H{zo(t)} + H{zp(t)} (1.3)

Cuando se consideran ambas propiedades a la vez

H{ow,(t) + Bap(t)} = aH{za(t)} + BH{xp (1)} (1.4)

donde « y 8 son dos constantes diferentes de cero. La ecuacién (1.4), frecuentemente, recibe el nombre de principio
de superposicion. Cuando un sistema infringe el principio de homogeneidad o el principio de aditividad, se dice que
es un sistema no lineal.

Un sistema es invariante en el tiempo, fijo o estacionario si, estando en reposo, un desplazamiento en el tiempo de
la senal de entrada sélo causa un desplazamiento en el tiempo de la senal de salida correspondiente. Lo anterior
implica que la forma de onda de la respuesta depende solo de la forma de onda de la entrada y no del instante en
que se aplica la entrada. Esto es, si la relacion entrada-salida del sistema esta dada por

y(t) = H{xz(t)}
entonces, para un sistema invariante en el tiempo
H{z(t+ )} =yt £71) VT (1.5)

El sistema inverso de un sistema es otro sistema que cuando se conecta en cascada con el sistema original, produce
una salida igual a la entrada del sistema original dado. En la figura 1.2 se aprecia la conexién en cascada de un
sistema y su sistema inverso.

t
0(t) —] H ()} M ey — )

Figura 1.2. Sistema general conectado en casacada con su sistema inverso.

Un sistema es estable si permanece en reposo a menos que sea estimulado por una senal de entrada y que regresa
al estado de reposo cuando la entrada se elimina.



1.2.2. Funciones singulares

Una senal es una entidad fisica que transporta informacién, ésta puede ser cuantitativa o cualitativa. Las senales
tienen diversos origenes, v.g. mecanico, eléctrico, actstico o bioldgico entre otros. Se utilizan para la comunicacién
entre seres humanos y entre seres humanos y maquinas. Permiten escudrinar el medio ambiente, descubrir detalles
de estructuras y expresar lo que no es facilmente observable; se emplean para controlar y utilizar la energia y la
informacion. Aunque las senales se representar de varias maneras, en todos los casos la informacién esta contenida
en algun patrén de variacion. Las senales se representan matematicamente como funciones de una o méas variables
independientes.

Senales de tiempo continuo: se definen a lo largo del tiempo continuo y se representan por medio de una variable
independiente continua. Su valor esta especificado para todos los instantes. Frecuentemente se denominan sefiales
analdgicas.

Senales de tiempo discreto: se definen en tiempos discretos por lo que su variable independiente tiene solo valores
discretos. Su valor estd especificado sé6lo en ciertos instantes.

Senales digitales: son aquellas en las que su valor especificado en tiempos discretos es también discreto.

A continuacién se lleva a cabo una introduccién de la descripcién, caracterizacién y manipulacién de senales con
caracteristicas particulares.

Como se menciond, con una ecuacién diferencial ordinaria se puede caracterizar o modelizar un sistema deter-
ministico, dindmico, lineal, causal y de pardametros concentrados. Por lo que, cuando una senal continua presenta
discontinuidades, su derivada no se puede manipular matematicamente y por consiguiente el estudio de las senales
y los sistemas se restringe. Para eliminar esta limitante, se han definido ”funciones” con ciertas caracteristicas
especiales denominadas funciones singulares. A saber:

La funcién escaldén unitario, cuyo simbolo es u_1(t) se define como

0 t<0
wa =4 i . (1.6)
o en forma general
0 t) <0
Ufl[f(t)] 11 ;Et; i 0 (1.7)

la gréfica del escalén unitario se observa en la figura 1.3(a).

u—1(?) uo(t)

(a) (b)
Figura 1.3. (a) Escalén unitario. (b) Impulso unitario.
La derivada del escalén unitario se define como la funcion impulso unitario o funcién delta de Dirac. Se representa,
generalmente, por el simbolo de 4(¢), aunque también se acepta el de ug(t). Su amplitud recibe el nombre de mo-

mento o peso. En la figura 1.3(b) se observa su representacion.

La integral del escalén unitario es la rampa unitaria, que se define como



u_s(t) = {0 <0 (1.8)

t t>0

Asimismo, la integral de la rampa unitaria es la pardbola unitaria. Integrando la ecuacién (1.8), resulta

0 t<0
u_g(t) = { 42 (1.9)
— t>0
2
En general, para toda k positiva
0 t<0
u_p(t) = 1 k—1 (1.10)
—t t>0
(k—1)! -

Por otro lado, la derivada de ug(t) es el doblete unitario, se representa por medio de u;(t). Y la derivada del doblete
unitario, denotada por ua(t), es el triplete unitario. En la figura 1.4, se representan el doblete y el triplete unitarios.

uy (t) us(t)
1A 14
)

>

(a) (b)
Figura 1.4. (a) Doblete unitario. (b) Triplete unitario.

Las relaciones exhibidas entre las funciones singulares que se han presentado, se sintetizan en las ecuaciones (1.11)
y (1.12)

duc’;t(t) — g (t)  Vk (1.11)
/7 up(7) dT = uk_1(t) Yk (1.12)

Debido al papel trascendental que tiene la funcién impulso en el estudio de los sistemas y las senales, es conveniente
enumerar algunas de sus propiedades o atributos.

En primer lugar, se debe enfatizar que la funcién impulso es una “idealizacién” matematica. Se introduce por
conveniencia matematica y se puede considerar el limite de ciertas funciones que satisfagan las tres siguientes
condiciones

— 00

Incremento de altura : f@)
t=0

D to de extencion:  f(t)] =0
ecremento de extencion f(t) 140 (1.13)

o0
Area unitaria : / fydt=1
—00



i) Es una funcién par, esto es

5(t) = 8(—t) (1.14)

ii) Si f(t) es continua en t = 7

f@)s(t —7) = f(7)é(t —7) (1.15)
esto es, la multiplicacién de una funcién por un impulso unitario es igual a un impulso cuyo momento o peso es el
valor de la funcién donde ocurre el impulso.

iii) La propiedad de muestreo de la funcién impulso

/jo F(t+7)8(t) dt = f(7) (1.16)
si f(t) es continua en t = 7. )
iv) .
/_Oof(t Py d =~ 57| (1.17)
si ) o5 continua en ¢ = 7.

1.2.3. Respuesta al impulso

Cuando se aplica la entrada x(t) al sistema H que se muestra en la figura 1.1, estando el sistema en reposo, es decir
con condiciones iniciales nulas, se obtiene la respuesta de estado cero, y.s(t). De la ecuacién (1.1) y teniendo en
cuenta la ecuacién (1.16), resulta

Yus(t) = H {/ z(1T)6(t — 7) dT} (1.18)
como el operador H opera sobre ¢ y no sobre la variable de integracién 7, se tiene
Yzs(t) = / z(r)H{é(t —7)} dr (1.19)

donde H{6(t — 7)}, es la respuesta de estado cero del sistema H cuando se aplica un impiso en ¢t = 7. Esto es

h(t,7) = H{5(t — 1)} (1.20)

En la figura 1.5, se observa el concepto de la respuesta al impuso.

6(t—7) > Sistema lineal H > y..(t) = H{6(t — 1)} = h(t,7)

Figura 1.5. Respuesta al impulso.

Sustituyendo la ecuacién (1.20) en la ecuacién (1.19)

Yeus(t) = /00 z(T)h(t,7)dr (1.21)

Cuando el sistema H ademds de ser lineal es invariante en el tiempo,
h(t,7) = h(t —T) (1.22)

por lo que



Yes(t) = /OO z(T)h(t — 7)dr (1.23)

— 00

La ecuacién (1.23) es la Integral de convolucidn, transcendental, en el estudio de los sistemas lineales e invariantes
en el tiempo. La integral de convolucién se representa como

Yas(t) = z(t) « h(t) (1.24)

1.2.4. Propiedades de la integral de convoluciéon

La integral de convolucién, de un sistema causal que inicia en ¢ = 0 tiene las siguientes propiedades.

i) Conmutatividad

2(t) + h(t) = /0 2Pt — 7)dr = /0 2(t — T)R(r) dr = h(t) % 2(2) (1.25)

i1) Derivada de la integral de convolucién

d d
= [x(t) * h(t)} = 2()h(0) + () * ()
como
h(t) =0 para t<0
entonces
d d d
= [z(t) . h(t)} = a(t) % h(t) = Za() * h() (1.26)
Al aplicar el resultado anterior varias veces
dn dk dn—k
— [x(t) * h(t)] = Zga(t) x Zoh(?) (1.27)

i11) Integral de la integral de convolucién

/Oh(’l') « x(7)dr = h(t) * [/0 x(T) dT] = l/o h(T) d’i’)] * x(t) (1.28)

1.3. Actividad de investigacién previa

1. Proporcione tres ejemplos de sistemas deterministicos y tres ejemplos de sistemas estocdsticos, especifique la
entrada y la salida.

2. Proporcione tres ejemplos de sistemas algebraicos y tres ejemplos de sistemas dinamicos, especifique la entrada
v la salida.

3. Proporcione tres ejemplos de sistemas causales y tres ejemplos de sistemas no causales, especifique la entrada
y la salida.

4. Proporcione tres ejemplos de sistemas lineales y tres ejemplos de sistemas no-lineales, especifique la entrada
y la salida.

5. Proporcione tres ejemplos de sistemas invariantes en el tiempo y tres ejemplos de sistemas variantes en el
tiempo, especifique la entrada y la salida.

6. Encuentre un funcién que satisfaga las propiedades de la ecuacién (1.13) y aproxime a la funcién impulso,

a(t).
7. Demuestre la propiedad de muestreo de la funcién impulso, ecuacién (1.16).

8. Demuestre, integrando por partes, la ecuacién (1.17).



9. Bosqueje y acote la convolucién de las funciones h(t) = 3[u_y(t) —u_1(t—5)] y z(t) = 2[u_1(t) —u_1(t —2)].

1.4. Material y equipo

= Una PC.

= Conexién a internet.

= Juego de Resistencias.
= Fuente de poder.

= Multimetro.

1.5. Desarrollo

1.5.1. Experimento 1

Con su equipo, lleve a cabo una exposicién de cualquiera de los modelos seleccionados en la investigacion previa y
justifique su seleccion.

1.5.2. Experimento 2

Para la funcién que proporcioné en la actividad 6 de la investigacion previa, elabore un programa en Matlab que
valide la aproximacién a la funcién impulso.

1.5.3. Experimento 3

De la ecuacién (1.15)

(1) f(t) z(t) « f(t)

Figura 1.6. Convolucién de x(t) y f(¢).

Considerando la figura 1.6 y las ecuaciones (1.26) y (1.28), una forma de encontrar la convolucién de las funciones
propuestas en la actividad de investigacién 9 se muestra en la figura 1.7.

Elabore el cédigo de un programa de MatLab para llevar a cabo la convolucion de las gréaficas anteriores. Muestre
sus resultados a su Profesor.

1.5.4. Experimento 4

Proponga otras funciones, realice las modificaciones necesarias, y efectie la convolucién de las mismas con el cédigo
de MatLab desarrollado por usted.

(El resultado que se produce, corresponde al tedrico? ;Cudles son sus conclusiones?



h(t) 31
3
0 5 +
0 5 P
(t) * h(t) S R
" x(t) * h(t)
12F-------- :
0 2 5 7 n |
6 L1 [
—6L--mmme - ! :
0 1 2 ;

Figura 1.7. Convolucién de z(t) y h(t).

1.5.5. Experimento 5

En la referencia [8], se propone el problema 16 del capitulo 2. Su enunciado es el siguiente.

La corriente i(-) especificada por la curva que se muestra en la figura 1.8 fluye a través de un capacitor lineal e
invariante en el tiempo con capacitancia C' = 2 uF. Dado que ve(0) = 0, calcule y bosqueje para t > 0 el voltaje
ve(t), la potencia instantdnea que entrega la fuente p(t), y la energia que almacena el capacitor Wg(t).

+ )
1% 1072 ‘ 1 i(t)
‘ ‘ (t)
0 200! 5000 ¢, [ps] T
—2x1072F-------- ; ‘ -

Figura 1.8. Corriente eléctrica en el capacitor lineal e invariante en el tiempo.

Solucion:



Célculo de v(t):

d 1 t
Si i(t) = C—uv(t) entonces o(t) = v(te) + = [ i(r)dr
dt C
1 t 5 5
Para 0<t<200us U(t)ZOJFm/OleO dr — 5 % 103t

v(0) = 0[V] v(200 s) = 1[V]

1 t
Para  200us <t < 500ps  v(t) =1+ 77/ —2x1072dr =3 — 10 x 10%¢
2x107% Jogox10-6
v(200p s) = 1[V] v(500p s) = —2[V]
1 t
P 500us <t t)=—-24+_—— 0dr = -2|V
ara s < v(t) + 5% 105 /500x10—6 T V]
El voltaje en el capacitor se puede observar en la figura 1.9.
2 %
1 1
E 0 - -+ b s
= 200 300 500
=
—1 f
_9 |

Figura 1.9. Voltaje en el capacitor.

Con este resultado, es posible determinar la potencia instantdnea que se suministra, p(t) = i(¢) v(t). Su gréfica, se
puede observar en la figura 1.10.

Para 0<t<200us  p(t) =50t
p(0) =0[W]  p(200ps) = 10[mW]

Para  200us <t < 500us  p(t) = 200t — 60 x 103
p(200p s) = —20[mWV] p(500u s) = 40[mW]

Para 500us <t p(t) = 0[mW]

Finalmente, la consecucién de la energia almacenada por el capacitor, se calcula con la siguiente expresién

WE(t):/tp(t')dt’:/i(t’)v(t’)dt'

to

10



40 +
30 +
g 20
E ol
= t, s
= 0 ] :
200 300 500
—10 |
—920 |
Figura 1.10. Potencia instantdnea suministrada.
t
Para  0<t<200us  Wg(t) = / 50" dt’ = 25t*
0
Wg(0)=0[J]  Wg(200us) =1 x 1075[J]
t
Para  200us <t <500us  Wg(t)=1x10"° +/ —2x 1072 (3 — 10 x 10%') dt’ = 100t — 60 x 1073t +9 x 10~°
200x10—6
Wg(200us) =1 x 107[J]  Wg(500us) = 4 x 10~°[J]
Para  500us <t  Wpg(t) =4 x 107°[J]
La forma de la energia en el capacitor se presenta en la figura 1.11.
4 1
3 1
=
=
- 21
G
% 1 | /\
t, s
0 - —— p
200 300 500
_1 €

Figura 1.11. Energia almacenada en el capacitor.
; Que puede usted comentar sobre la linealidad e invariabilidad del enunciado del problema?

Teniendo presente las propiedades de linealidad e invariabilidad del capacitor, elabore el cédigo de un programa de
MatLab para visualizar las graficas de voltaje, potencia y energia mostradas.

Ejecttelo. ;Coincide el resultado con la solucién que se ha proporcionado? ;Qué concluye? Muestre sus resultados
a su Profesor.

1.5.6. Experimento 6

En la literatura relacionada con el tema, la propiedad de homogeneidad, también se conoce como propiedad de
proporcionalidad. Esta propiedad permite proponer un valor de la salida, trabajar hacia atras para obtener el valor

11



de la entrada correspondiente, y ajustar la respuesta supuesta o asumida para que sea consistente con el valor real
de la entrada. Para su comprensién, considere el siguiente ejercicio.

Sea el circuito eléctrico de la figura 1.12, en el cual se desea encontrar los valores de v e i.!.

Figura 1.12. Circuito eléctrico instantdneo o de memoria cero.

Solucion:

Si se asume que v = 12 V, un valor comodo, a partir de la ley de Ohm, en la resistencia de 4 € circula una corriente
eléctrica de 3 A y en la de 12Q2, una de 1 A. Asi, en la fuente independiente de voltaje v, circula una corriente
eléctrica de 4 A de acuerdo a la ley de corrientes de Kirchhoff.

Considerando las leyes de Kirchhoff y la ley de Ohm. Para la primera malla, se tiene
vs, =6(i+4)+2i =8+ 24
para la malla siguiente

2i +vg, =v=12

De las ecuaciones anteriores

N — 24
2(”%3)+%2—u

Vs, — 24+ dv,, =4 x 12 = 48
Vg, + dvg, =48 424 = T2

al sustituir los valores de las fuentes independientes de voltaje, resulta

284+4x8=60="72

Como se observa, el resultado no es consistente. Entonces es necesario, resolver la siguiente relacién

28 +4 x 8 =60 = K(72)
de donde se colige que el valor de K debe ser

1
K _60_6x10 5

T 72 6x12 6

como el valor de v que se supuso fue v = 12, entonces

5
Vdeseado = Kxov= 6 x 12 =10 [V}

!Problema 4.5 de [4]

12



con este valor de v, es sencillo encontrar la intensidad de la corriente eléctrica de ¢ = 1[A].

A continuacién, diserie y construya un circuito eléctrico arbitrario y determine, mediante la propiedad de propor-
cionalidad el valor de una variable eléctrica. Verifique y justifique los datos encontrados. Muestre sus resultados a
su Profesor.

1.6. Bibliografia
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